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PRIMEIRA PARTE 

* 



INTRODUÇÃO 

, A' , 
No ultimo quartel deste seculo, os metodos es-

tatisticos vêm desempenhando papel cada vez mais impor

tante, na investigação m~ica e de sa~de ~blica, haja 

vista o grande ~ero de drogas, supostamente eficazes, 

descobertas dia a dia, e a grande responsabilidade que 

tais eve~tos acarretam para a profissãom~dica. H~, por 

isso, uma demanda ~bvia de processos, ao mesmo tempo r~
pidos e seguros, que permitam que drogas prejudiciais ou 

in~cuas possam ser prontamente abandonadas e outras de 
A , 

real valor terapeutico ou profilatico possam ser imedia-

tamente adotadas. 

Existe uma consciência crescente de que os m~
todos estatisticos contribuam eficazmente para a solução 

de tais problemas. Cada vez com maior frequência, os es

tatisticos participam, não s~ do planejamento de expe

rimentos sob contr~le, realizados em laborat~rio, em en

fermaria ou em quaisquer grupos da população, a fim de 

prevenir vicios na seleção dos individuos ou na alotação 
, 

dos mesmos em grupos a serem comparados, mas tambem do 

julgamento das conclusões, quando suficiente evidência 

tiver sido obtida, cabendo-lhes outrossim a estimação da 

confiança nas mesmas. 

As necessidades da investigação cientÍfica es

timulam a elaboração de novas t~cnicas estatisticas e a 
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cooperaçao estrei ta, entre os pesquisadores e os esta

tisticos, possibilita a utilização de tais t~cnicas,lD

go que elas se tornam disponíveis. Êste foi o caso da 

t~cnica chamada an~lise seqüencial, uma das mais impor

tantes e recentes conquistas na metodologia estatística, 

criada durante a II ~ Grande Guerra. Neste procedimento 

estatistico analisam-se os dados ~ medida que ~les são 

obtidos, permitindo, na maioria dos casos, reduções a

preci~veis do n~ero total de observações, que devem ser 

coletadas para permitir conclusões estatisticamente v~

lidas. Pode ser aplicado tanto a problemas referentes 

a proporçoes quanto aos relativos a mensuraçoes. Con-

quanto as id~ias b~sicas se encontrem ja nos trabalhos 
12 2t 

de Dodge e Roming (1929), Thompson (1933), cabe a 
Z~ 

Wald (1945) a mais importante contribuição a êste res-

peito. 

Embora as motivações originais 
A 

fossem no sen-

tido de reduzir a inspecção amostraI necess~ria na in

d~stria, estatísticos no campo m~dico cedo perceberam as 

potencialidades da nova t~cnica para a medicina. O pri

meiro a chamar a atenção para tais possibilidades foi 

Armitage 3 (1950), num trabalho matem~tico e Bross 10 

(1952), numa nota curta, endereçada a pesquisadores m~
dicos, na qual ilustrou o m~todo, com o auxÍlio de dados 

hipot~ticos. Armi tage + (1954), numa exposiçao mais com

pleta, discute o m~todo de Wald com suas aplicações m~

dicas; o autor, inclusive, aborda situações não consi

deradas por Wald. A solução proposta, de grande valia 
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neste te~reno, e ilustradc..} todm:ia, apenas com dados 

obtidos em um estudo pr~vio, não conduzido seqüencial

mente. Contribuições ulteriores ~ teoria, estimuladas 

principalmente por problemas m~dicos, foram feitas por 
9 

Billewicz (1956), um colaborador de Armitage. 

As duas primeiras tentativas reais para intro

duzir a an~lise seqüencial na investigação m~dica, de 

que temos notícia, foram publicadas por Newton e Tan-
20 22 

ner (1956) e Bartholomay (1956). Newton e Tanner 

tentam comparar dois analg~sicos, mas, não definem cla

ramente o crit~rio de superioridade de um em relação ao 

outro e nem o usam uniformemente. Al~m disso, o leitor 

precisa conj ecturar qual o tipo de moa~lo que tem em men

te, se determinístico ou probabilístico. Bartholomay a

presenta inicialmente uma comunicação 5 (1956), depois um 

trabalho mais minucioso, publicado no New England Jour-
22 

nal of Medicine, conjuntamente com Vallee, WaJker et alo 
{; 

(1956) e, finalmente, em 1957 ,um trabalho de natureza 
, \. , 

mais teoricae Devido a erros conceituais e ma interpre-
- - , 

taçao de algumas das noçoes basicas, na teoria da prova 

de hip~teses, ~stes trabalhos não servem de guia para 

quem pretenda aprender n~les a aplicação do m~todo se-
n • 1 quencla . 

13 

Os esforços de Hagans, Doering et alo em 1957 

t~m9 infelizmente, defeitos semelhantes. No que se re

fere ~s aplicações, neste conjunto de trabalhos, a prin

cipal vantagem do m~todo não foi valorizada, uma vez que 

o experimento ~ continuado, at~ que um n~ero suficiente 



de observações seja coletado para permitir uma 
; ~ 

ana~l " 

pelo m~todo corrente. 

Entre n~s, o primeiro esfôrço neste sentido, de . ~ 

que temos noticia, foi feHo por Duarte e Barreto (1958), 

num trabalho endereçado a parasi tologistas, com a fina

li.dade de comparar a eficiência de m~todos de laborat~

rio, no di.agn~stico de doenças parasit~rias. Os autores 

ilustram o m~todo, usando dados pr~viamente publicados. 

Os trabalhos de investigação m~dica, realmente 

conduzidos segundo o m~todo seqilencial, de cuja publica

ção tivemos conhecimento, são devidos a Snell e Armita-
~ n 

ge (1957), Silverman, Fertig e Berger (1958), Egydio 
16 1 ( , 

e Leser (1958), Almeida 1958) e, finalmente, Berquo 

e Barbosa 8 (1958). 

Conquanto os referidos trabalhos contenham al

guma discussão sôbre a motivação da an~lise seq\lencial e 

sua metodologia, nao temos, na literatura, uma apresen

tação completa e sistem~ tica do m~todo para uso do in

vestigador, no campo da medicina e da sa~de p~blica< 

Um dos objetivos desta tese ~, justamente, o de 

proporcionar ao pesquisador, nos referidos campos, tal 

apresentação, ainda que incompleta, porque são aborda

dos apenas problemas rela ti vos a testes de uma e de duas 

proporçoes. Ali~s, os testes seqilenciais para mais de 

duas proporções encontrarE-se ainda na fase de cogitações 

te~ricaf. Por outro lado, tamb~m n~o se incluiu aqui o 

caso da comparação de duas proporções, quando existe es-
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tratificação, pôsto que as soluç~es, at~ agorD apresen 

tadas para o problema, não satisfazem porque se baseiam 

em condições, a t~ certo ponto arbi tr~rias. 

A exposição relativa a êste objetivo constitui 

a mat~ria da primeira parte que compreende os capltulos : 

- '" 1 - Descriçao geral do metodo sequencial; 

2 - Comparação de uma proporçao desconhecida 

com um valor determinado; 

3 - Comparação de proporçoes de duas amostras 

independentes. 
, 

Ja na segunda parte sao apresentados os funda-

mentos matem~ticos dos testes referidos na primeira par

te; aqui se encontra o que constitui a nossa contribui-
A " çao original para este setor da estatistica matematica. 

A mat~ria est~ dividida em dois capitulos, a saber: 

4 - Comparação de uma proporçao desconhecida 

com um valor determinado; 

5 - Comparação de proporções de duas amostras 

independentes. 

* * ~-

o presente trabalho foi sugerido pelo Professor 

John W. Fertig, da cadeira de Bioestatistica da Escola 
, , 

de Saude Publica da Columbia University, Nova Iorque, e 

realizado no seu Departamento. 

É com satisfação que registramos nossa gratidão 

ao referido mestre e ~ sua assistente, Dra. Agnes Berger, 



pela atenção que :li spensaram as discussões :3~bl (.o J t 81; 

as quais se revelaram da mais alta valia. 

Pelas sugestoes apresentadas, agradecemos La);. 

b~m ac Dr. Geraldo Garcia Duarte, Professor Adjunto do 

Del'artamento de Medicina Preventiva da Faculdade de Me

dicina de Ribeirão Preto da Uni versidade de são Paulc 
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CAPITULO I 

DESCRIÇÃO GE,RAL DO MÉTODO SEQÜENCIAL 

1.1 Os fundamentos das provas de hip~teses baseadas 

em amostras de tamanho fixo 

Nos anos que precederam a criação da a~lise se

qHencial, a teoria estatistica estava baseada no postu-
, 

lado de que uma investigaçã.o consiste, necessariamente, 

em duas fases perfeitamente distintas: na primeira pro

cede-se ~ coleta de tôdas a s observações, cuj o numero, 

digamos N, foi fixado com antecedência; s~mente depois 

de terminada esta primeira fase ~ que se procede a ana

lise dos dados colhidos para o estabelecimento das con

clusões. Conquanto, na pr~ tica, na maioria das vêzes, 

o valor de N seja apenas vagamente determinado antes do 

inicio da pesquisa, sendo posteriormente fixado no curso 

da mesma, principalmente em função de considerações re

lati vas ~ duração e ao custo do trabalho, a teoria nao

freqilencial encara N como constante, fixado pr~viamen

te, contanto que sua escama não seja influenciada pelos 

resultados das pr~prias observações. 

Vejamos, de inicie., sum~riamente, os principios 

envolvidos no processo de obter,ção de conclusões, a par

tir de tais amostras de tamanho predeterminado. Consi

deremos um exemplo: suponhamos estarmo::, envel vidos numa 
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inves tigação ,que diga respeito a alguma proporção, po 

exemplo, a proporção de curas alcançada por certo m~tc

do terapêutico no universo (imagi~rio) dos pacientes 

submetidos ao tratamento. Denotemos tal proporção por 

p e seja Ho uma hi~tese sôbre p que desej amos por 

em prova, isto ~, Ho pode estabelecer, por exemplo, que 

p esteja compreendido entre os limites ~ e b. Seja H1 
a hi~tese alternativa de que p não esteja compreendi

do entre _~ e.Q... Admitamos que, no momento de analisar 

nossos dados, observemos o resultado do tratamento em 

uma amostra de N pacientes tratados, clinicamente com-
, 

paraveis, e que possamos, no sentido acima descrito,con-
, , 

siderar o numero N como fixado previamente. Registre-

mos o resultado do tratamento para um caso particular, 

a tribuindo-lhe o m~ero 1, se êle foi curado, e o n~ero 

O, s e o tratamento falhou. Com esta notação, o resul ta

do do tratamento, no grupo total de N, ~ representado 

por uma lista de N n~eros, alguns dêles iguais a 1 e 

os outros iguais a O. Naturalmente, antes do inicio do 

estudo, não se sabe qual das possiveis seqllencias de l' s 
, 

e OIS sera observada. Devido ao fato de que todo con-
, -" 

junto possivel de observaçoes e compativel, tanto com Ho 

quanto com H1' não ~ possível, ~ base apenas das obser

vações, decidir, com certeza, qual das hip~teses ~ a ver

dadeira. Em vista disso, ~ necess~rio que se convencio

ne, antecipadamente, quais das possiveis seqU'encias de 

observações seriam consideradas como favor~veis a Ho, 

bem como quais as que seriam tidas como favor~veis a H1 . 
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DeflU ;.em.b por SN o conjunto de todos aqu~les resultados 
A ~ , 

cuja ocorrencia e considerada como desfavoravela Ho; SN 

constitui a chamada região critica ou região de rejeição 

de Ho. A prova de hip~teses, portanto, consiste em re-
liA 

jeitar Ho como falsa, se a sequencia observada perten-
, 

ce a ~, e em aceitar H o' em caso contrario. Como ve-

mos, a prova de hip~teses fica completamente individua

lizada, escolhida SN; por esta razão, no que se segue, 

usaremos o mesmo s:Ímbolo SN' para individualizar tam

b~m o teste associado a região critica ~. 

Seja qual fÓr o teste de hip~teses usado, tere

mos sempre de encarar a possibilidade de cometer erros. 

De fato, podemos rejeitar a hi~tese de nulidade, sendo 

ela verdadeira (êrro de Rrimeira eS:R~cie) ou aceitar a 

hip~tese de nulidade, quando a hip~tese alternativa f~r 
verdadeira (êrro de segunda esp~cie). Suponhamos que o 

verdadeiro valor de p seja um daqueles que satisfazem 

a Ho; neste caso, o uso de SN leva a um ~rro de pri

meira esp~cie, t;da vez que a seq~~ncia observada esti

ver contida em SN. A probabilidade disto acontecer ~ 

uma função de p e e comumente representada por cf. (p) . 

Por outro lado, se o verdadeiro valor de p e um daque

les que não satisfazem a Ho' então o uso de SN conduz 
A '" nA . a um erro de segunda especie, toda vez que a sequencla 

observada não f;r elemento de SN. A probabilidade dês

te acontecimento ~ outra vez uma função de p e, usual

mente, denotada por ~(p). Estas duas probabilidades de 

erros, O<::(p) e J3(p), associadas ao teste SN' informam-
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nos quão seguras são nossas decisões, quando usamos S~ 

para distinguir entre Ho e H1 e,conseq~entemente,qual

quer escolha entre possiveis testes deve repousar s;bre 

considerações destas funções. 

A situação mais simples possivel ~ aquela em que 
, 

A 

a hipotese, que se quer por em prova, bem como suas al-
, , 

ternativas, sao as chamadas hipoteses simples. No domi-

nio das proporções, êste seria o caso, se sabido f;sse, 

previamente, que p pudesse tomar apenas um de dois va

lores possiveis, isto~, po ou P1 e Ho estabelecesse 
, 

que p:: po e a hipotese alternativa H1 que p = P1' 

Conquanto êste caso seja uma particularização, extrema

mente simples, do problema previamente considerado, sua 

solução fornece a chave para a maioria dos problemas de 

import~ncia, no campo das proporçoes. Aqui, as funções 

~(p) e ~(p) consistem, respectivamente, de apenas um 

valor, para cada N, digamos, oZ(po) e (3(P1) , de tal 

maneira que um levantamento dos possiveis e diferentes 

testes pode ser feito, em primeiro lugar, agrupando-os 

segundo o valor de o/.. (po) e, depois, estudando em rela

ção a seu fi, aquêles que têm um valor comum de o/.. (po)' 

O valor de f3 (P1) depende do valor selecionado para .. 

01.. (po) 
, 

N, e tambem de decrescendo quando crescem .... 
o/.. (po) ou N, ou ambos. Se, como acontece comumente, o 

A 
, ~ 

erro de primeira especie e mais importante do que o de 

segunda, então, pode não ser razo~vel, em dada situação 
, 

pra tica, com um certo valor de N, digamos 

um valor de o/.. (po) maior do que, digamo s, 

No' tolerar 

0<:0' Nesta 



... 17 -

situação, a probabilidade de cometer um erro de segunda 

esp~cie e igual a um determinado valor de~, digamos 
, 

/30' que corresponde a cI.. o . Então, s e alem de exigir que 

c1. = cf.. o' quisermos tamb~m limitar f3 , digamos (3 < (3 o ' 
, " 

ha vera um N, maior do que No, que s era o menor numero 

de observações no qual tal teste pode ser baseado. 

° quadro 1 ilustra bem êste fato. Por exemplo, 

se al~mde fixarmos ~ (po = 0,5) = 0,05, incluindo os 
, 

resultados possiveis que favorecem a H1 : P1 = 0,6 qui-
, 

sermos (3 (P1 = 0,6) <: 0,70, o menor numero necessario 

de observações ser~ igual a 35. 

QUADRO 1 

Valores de fi para o teste de Ho: p = Po = 1/2 con

tra H1 : p = P1 = 0,6 sendo eX. ~ 0,05 para diferentes 

valores de N 

N 
Valor de Dl (po = 0,5) Valores de 

, 
f3 (P1 = 0,6) mais proximo de 0,05 

10 0,055 0,833 
15 0,059 0,783 
20 0,057 0,750 
25 0,054 0,726 
30 0,049 0,709 
35 0,045 0,694 
40 0,040 0,683 

· · · 
· · · 
· · · 
· · · 
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Em problemas pr~ticos, frequentemente acontece 

que, mesmo quando nao exigimos valores mui to reduziàos 

para cf... o e (3 o' No e relativamente grande e pode ser 

que o teste implique na observação de algumas centenas 

de pacientes, consumindo grande quantidade de trabalho, 
, 

de tempo e de numerario. Por exemplo, pode acontecer 

que, com o intuito de mostrar, com certo grau de con

fiança, que um tratamento~in~cuo,seja necess~rio apli

c~-lo a um n~ero muito grande de pacientes; ou, ainda, 

coligir evid~ncia; atrav~s de um periodo longo de anos, 

antes que se possa estar razo~velmente seguro de que um 
, 

tratamento e eficiente e deva ser recomendado. 

" Em experimentos, assim longos, frequentemente o 

pesquisador não pode deixar de conjecturar em que dire

ção se dar~ a decisão final e, no seu desejo de pÔr fim 

~ experi~ncia, poder~, ocasionalmente, fazer alguns tes

tes de significância. Bastaria que um d~stes testes re

sultasse significante para que ~le fôsse tentado a con

cluir que poderia interromper a pesquisa declarando sig

nificante o resultado ao nivel de significância o( o' 

Se o pesquisador adotar tal procedimento, nao 

estar~ usando nenhum dos testes cl~ssicos acima descri

tos. O n~ero de observações, sôbre o qual estar~ ba

seando sua decisão, j~ não poder~ mais ser encarado como 

um valor fixado pr~viamente. Pelo contr~rio, quando de

cidir coletar observações adicionais, fa-lo~ na depen

dência dos resultados daquelas at~ então coligidas, po

r~m, não de forma sistem~tica mas sim, aJgumas vêzes, em 
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função de meras impressões e outras, em têrmos de tes

tes de significância. 

Demonstra-se f~cilmente (ver tam.b~m Armitage, 

1954) que, assim procedendo, a probabilidade de rejei-
A , , 

tar erroneamente a hipotese de nulidade e maior do que 

01..
0

• De fato, o exemplo, que se segue, ilustra bem esta 

afirmativa. Suponhamos que um investigador, com o fito 

de pôr em prova a hip~tese Ho de que a proporção de cu

ras, p, atingida por certo m~todo terapêutico, seja i

gual a um valor dado po = 50%, contra a alternativa 

H1' P 1 Po' a um nl vel de signifi~ncia r:J... = 10 %, to-
, A 

masse 10 pacientes e, apos have-Ios submetido ao mencio-

nado tratamento e observado o n~ero x de curas, ado

tasse a seguinte r egra de comportamento: 

1Q - se x ~ 2 ou x ~ 8, êle rejeitaria Ho (onde 

os valores 2 e 8 sao determinados por 01.. = 10% 

numa binomial para N1 = 10 e Po = 50%, isto 
, 
e, numa tal binomial a probabilidade de se obter 

2 ou menos ou 8 ou mais sucessos ~ igual a: 

2 x 0,0546875 = 0,1093750); 

2Q - se x = 5, êle aceitaria Ho; 

3Q - se x = 3 ou 4 ou 6 ou 7, êle tomaria nova 

amostra de, digamos, mais N2 = 10 pacientes e 

os submeteria ao mesmo tratamento. Agora, ba-
, 

seado no numero de curas dentre os 20 pacien-

tes, êle rejeitaria Ho, se ~ste ~ero r;sseme

nor do que ou igual a 6 ou maior do que ou igual 
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maior. 

taria 
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a 14 (onde 6 e 14 sao determinados a partir 

de uma binomial com N = N1 + N2 = 20 e Po =50%, 

tal que a probabilidade de se obter 6 ou menos ou 14 

ou mais sucessos ~ aproximadamente igual a 10 %). 

- " Nestas condiçoes, e facil mostrar que o pesqui-

não estar~ trabalhando a um nivel oi. = 10 %, por~m 
De fato, segundo o crit~rio adotado, êle rejei

H : o 

a) se na primeira amostra obtivesse x ~ 2 ou 

x ;a 8; 

b) se na primeira amostra obtivesse x = 3 ou 4 

ou 6 ou 7 e na totalidade dos 20 pacientes 

obtivesse x ~ 6 ou x ~ 14. 

A probabilidade correspondente a a) foi fixada 

em 0,1093750. Aquela correspondente a b), como bem mos

tra a tabela a seguir, ~ dada por: 

+ 

P (x = 3 ou 4 na primeira amostra e x ~ 6 ou 

x ~ 14 na totalidade dos 20 pacientes) = (120 

+ 210 + 1200 + 2100 + 5400 + 9450 + 14400 + 210) 

/ (1024)2 = 0,031557 

P (x = 6 ou 7 na primeira amostra e x ~ 6 ou 

x ~ 14 na totalidade dos 20 pacientes) = (210 + 

+ 14400 + 9450 + 5400 + 2100 + 1200 + 210 + 120) 

/ (1024)2 = 0,031557 
, 

isto e, igual a 2 X 0,31557 = 0,063114. Portanto, o ni-

vel de significância no qual o pesquisador estaria, na 
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QUADRO 2 

Probabilidade (*) de ocorrencia simult~nea de r curas 

em 10 pacientes e s curas em outros 10 pacientes quan

do a probabilidade de uma cura ~ igual a 50 % 

1; 'lmcstr8. de 10 pac-ientes: váJores de r 

10 

'O 45 ''''' 2'0 252 21 0 '20 45 10 . 
10 100 450 1200 2 1 00 2 100 100 10 u 2520 1= 450 . 
45 450 " 2025 5400 9450 'l~O 94:>0 5400 2025 450 45 

o 
~ 

~ ''''' 1200 5400 14400 ;::5;::00 Joao 25;;00 14400 5400 1200 ''''' 
~ 210 2100 9450 25200 41. 1 00 52920 44100 25200 9450 2100 210 

] 252 25.20 11340 30240 52920 63504 52920 J024Q 11340 2520 252 a 
? 

210 2100 9450 25200 44'00 5.2920 44100 25200 9450 2100 210 

II ''''' 1200 5400 14400 25200 30240 25200 14400 5400 ,""0 120 

E 45 450 2025 5400 9450 11340 9450 5400 2025 450 45 

~ 10 100 450 1200 2'00 2520 2'00 1200 450 100 10 

li; 10 10 45 120 2'0 252 210 120 45 10 

(0) Para efeito de simplicidClde, nc corpo Ú'-l. tabE:h acima, aparecelll apenaf' O~ nWlleri:l.dores das probabili-

dades, isto é, foi emitida a divisão por (10.<:'4)2. 

realidade, trabalhando seria igual a: 

.,( ~ = 0,1093750 + 0,063114 0,1724890 

Desde que a decisão de parar ou prosseguir seja 

condicionada aos resultados das observações ja coligi

das, temos o que se denomina um procedimento segITencial. 

Entretanto, atitude semelhante à do exemplo apresentado 

~, algumas v~zes, adotada sem que o pesquisador formule 

explIcitamente as suas regras de parada ou prosseguimen

to; não ~ possÍvel, então, o cômputo do verdadeiro valor 
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de 0(, e, o que ~ mais grave, o pesquisador pode, errô

neàmente, acreditar que ~le seja o inicialmente fixado. 

, -'J'" , 
1 . 2 Q meto do seguencial de 2Q.r .ê1!l Rrova uma hipotese 

Em geral, falamos de uma prova sêÇl{lencial, para 

contrastar com as provas correntes, baseadas em amostras 

de tamanho constante, sempre que as observações são co

letadas em etapas e, seguimos alguma regra definida, que 

especifique qual das tr~s ações se deva adotar: 

1) rejeitar Ho; 

2) aceitar Ho; 

3) realizar uma etapa adicional. 

À semelhança do que acontece nos testes para a

mostras de tamanho fixo, um teste seq{lencial ser~ jul

gado pelas probabilidades de êrro, a ~leassociadas, po

r~m, enquanto nos primeiros, ..I.. (Po) == ot.. o e (3(p)':::;f3 o 
requer pelo menos No (0(0' (30) observações, no teste 

seq{lencial o n~ero de observações necess~rio para uma 

decisão est~ sujeito a variaçoes casuais, uma vez que e 

função das pr~prias observações. Se fôr possível encon

trar um teste seqllencial com 0(0 e {30 j~ anteriormente 
" -definidos, para o qual o numero medio de observaçoes se-

j a menor do que No ( .( o' (30)' então, tal teste seria, 

pelo menos do ponto de vista pr~tico, evidentemente pre

ferivel ~queles de tamanho fixo. O teste seq{lencial da 

razão de probabilidades, devido a Wald, prov~ ~ste tes

te para uma importante classe de problemas. Para v~rios 



dê, : 88 problemas. 1,.Ja ld provou tambem que o teste seqt1en

cial da razão de probabilidades conduz a uma decisão, com 

um n~ero m~dio de observaçoes menor do que qualquer ou-

t t t il. I ro es e sequenclB . Êste fato tem como pressuposição 

que o processo seq~encial termínar~ com probabilidade 

igual a 1, isto ~, o exper.imento terminar~ com a acei

tação ou a rejeiçao de Bo' 

Conquanto num teste seqllencial não seja possível 

predizer o n~ero necess~rio de observações a um experi

mento particular e, ocasionalmente, se possa deparar com 

uma seq{lencia de observações excepcionalmente longa, o 

uso de rotina de processos seqHenciais reduzir~, em m~

dia, o numero de observações. 
, 

Naturalmente, nem todos os problemas sao passi-
, 11 

veis de tratamento pelo metodo sequencial. Por exemplo, 

se fôr necess~rio um longo tempo para obter resposta a 

um tratamento, pode ser mais expedito tratar um prede

terminado n~ero de individuos, ao mesmo tempo, em lugar 

de esperar pela resposta de um, antes de tratar do pro

ximo paciente. Mesmo quando a natureza do problema per

mi ta o uso da an~lise seq{lencial, em alguns casos, de

vido a considerações de ordem t~cnica, pOderíamos ser 

favor~veis a um processo de tamanho fixo. Assim, pode 

ser que a poss:Ível economia, no numero de observações, 

nao seja suficientemente grande para impelir o pesquisa

dor a abandonar metodos com que esteja familiarizado ou 

pode ainda acontecer que, do ponto de vista administra

tivo, não seja poss{vel ao experimentador continuar nas 
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observações, at~ que uma decisão seja atingida. Êste se

gundo inconveniente est~ presente, at~ certo ponto, em 

todo processo seq{iencial e conduziu, pois, ~ considera

ção de uma forma modificada do referido processo - o cha

mado processo seq{iencial truncado. 

Num plano seq{lencial truncado, decide-se, com an

tecedéncia, qual ser~ o numero maximo de obs ervaçõ es, 

digamos No' que se est~ disposto a fazer, at~ que uma 

decisão final sÔbre Ro seja atingida. Se o processo 

seq{lencial não conduzir a uma decisão final, antes da ou 

na No - ~sima observação, então na No - ~sima etapa, pro

põe-se uma nova regra, para aceitação ou rejeição de Ro' 

O 
11 • 

processo sequenclal truncado tem, em geral, probabili-

dades de erros de primeira e segunda esp~cies diferentes 

daquelas do processo seq~encial original, dependendo a 

mudança de quando o truncamento foi realizado e da deci-

são tomada no momento do truncamento. Principios para 
, -

um melhor metodo de truncamento sao ainda desconhecidos 
, 11 

e e evidente que, uma vez encontrados, o processo sequen-

cial truncado ser~ prefer{vel ao não truncado. 

1 .3 Q teste seq3.encial da razao de probabilidades 

11 -Ao descrever o teste sequencial da razao de pro-
A , 

babilidades, para por em prova hipoteses referentes a 

proporções, consideremos o caso mais simples, isto~, a

quêle em que a proporção estudada, qual seja a proporção 

de casos curados no exemplo j~ considerado, pode assumir 
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apenas um de dois valores possíveis Po e P1 e a hip~
tese nula estabelece que p = Po e a alternativa que 

p = P1. Na maioria das aplicações, não lidaremos com 

hi~teses assim tão simples, especificando valores uni

cos de p , mas conjuntos de possíveis valores, como, 

por exemplo, Ho: p ~ Po contra H1 : p > po. Toda

via, como ser~ visto mais tarde, as soluções d~stes pro

blemas mais complexos repousam na solução do problema 

mais simples, ou seja, pÔr em prova Ho: P = Po contra 

a alternativa H1 : p = P1. 

Num teste sequencial da razão de probabilidades, 
" - , 

a escolha entre as tres decisoes possiveis, em cada eta-

pa, ~ baseada na relação por quociente de duas probabi

lidades: a probabilidade de que as observações at~ en

tão coletadas tivessem ocorrido se Ho fôsse verdadeira 

e a probabilidade de que as mesmas observações tivessem 

ocorrido se H1 fôsse verdadeira. Seja, numa etapa qual

quer, P o a probabilidade de que a amostra obtida ti

vesse ocorrido, se Ho fôsse verdadeira e P
1 

a probabi

lidade de que a mesma amostra tivesse ocorrido, se H
1 

fôsse verdadeira. Se P1 f~r menor do que Po ' _isto ~, 

(p lp o) <: 1, a amostra ~ mais prov~vel, sob a pressupo

sição da veracidade de Ho' isto~, a verificação da 

desigualdade (P 1/P o) <: 1 deve ser encarada como um in

dício para aceitarmos Ho. Naturalmente, a fôrça dêste 

indicio cresce ~ medida que P1/Po decresce no inter

valo 0--1. Pois bem, tÔda a id~ia de Wald reside em 
"-

encontrar um sub- intervalo O--B, onde a força do in-
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dicio fôsse tal que a margem de erros resultantes da a

cei tação de Ho' baseada apenas em sua subsist~ncia, 

quando H1 é verdadeira, fôsse ~. Anàlogamente, a ve

rificação de P1 maior do que Po ' isto é, (P1/po ) > 1 

é indicio favorável à rejeição de Ho' cuja fôrça cres

ce à medida que P1/po cresce no intervalo 1--- 00 e 
, 

a ideia de Wald consiste em encontrar um sub-intervalo 

A-- 00, onde a fôrça do indicio fôsse tal que a margem 

de erros resultantes da rejeição de Ho' baseada apenas 

em sua subsist~ncia, quando Ho é verdadeira, f~sse cI.. • 

n -Resumindo, no teste sequencial da razao de pro-, 
babilidades, dois numeros A e B (A> 1 e B < 1) sao 

escolhidos e, em cada etapa do experimento, computamos 

p/po: 

se (P1/po) ~ A, o experimento termina pela rejeição de 

Ho; 

se (p 1/Po)"; B, o experimento termina pela aceitação 

de Ho; 
, 

o experimento e continuado e co-

lhe-se nova observação. Demonstra - se 

que, fazendo-se: 

1 _ A. 
A = IJ e B = ----.;f3:.....-_ 

1 - ol. 

n 
obtem-se um teste sequencial, cuja probabilidade de um 
,.. , , , 
erro de primeira especie e praticamente igual a ~ e a 

probabilidade de um ~rro de segunda espéCie e pr~ti-
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camente igual a ~. 
, , 

No presente exemplo, e facil calcular Po e P1 
em cada etapa, uma vez que a resposta de cada paciente 

ao tratamento ~ obtida independentemente uma da outra. 

Suponhamos que os primeiros m pacientes, depois de tra

tados, apresentassem sm curas e 

Desde que sob a veracidade de Ho' 

(m -~) nao-curas. 

a probabilidade de 
, 

e a de uma nao-cura e (1 - po)' temos uma cura e 
, 

para probabilidade da amostra observada, quando Ho e 

verdadeira: 

( 1 : 1 ) = 
A~logamente, desde que a probabilidade de uma cura, 

quando H1 ~ verdadeira, ~ P1 e a de uma não-cura ~ 

(1 - p 1 ), então, a proba bilidad e da amo s tra o bs erva da 

vale: 

(1 : 2) = 

11 -Portanto, o teste sequencial da razao de probabilidades 

consiste em calcular estas quantidades em cada etapa e 

parar, logo que uma das desigualdades abaixo fôr satis

feita: 

(1:3) 

s m- sm 
p m (1 - P1 ) 1 - (3 

P1/P = 1 
;?: . o s m- sm o/.. m 

Po (1- Po) 

sm 
(1 

m- sm 
P1 - P1) f3 p/po = ~1 sm m -s -oi. 

(1 -po) 
m 

Po 

(1 :4) 
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, 
No primeiro caso, Ho sera rejeitada e no segundo, a-

ceita. 

As desigualdades citadas podem assumir, respec

tivamente, as formas: 

(1:5) 

( 1:6) 

sm ~ U + (m - sm) V 

sm ~ W + (m - sm) V 

onde U, V e W são calculados a partir de 0/.., (3, 

P1 como segue: 

log 1 - f!. 
o{ 

(1: 7) U = 
P1 

log-
Po 

log 1 - Po 
1 - P1 

( 1: 8) V = 
P1 

log-
Po 

log 
(3 

1 -.{ (1:9) W = 
P1 

log-
Po 

,. 
desigualdades (1:5) e (1:6), Em termos das 

Po e 

o 

teste pode, portanto, ser realizado da seguinte manei

ra: na etapa m-~zima, compara-se ~ com U + {m - sm} V 

e W + (m - sm) V; o expedlllento prossegue, enquanto sm 

estiver compreendido entre êstes dois valores e termina, 
, 

em caso contrario. Se ~ ~ U + (m - sm) V , rej ei ta-se 

Ho e se sm~ W + {m-Sm} V aceita-se Ho. 
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Gr~ficamente, medindo-se (m - sm) , ao longo do 

eixo das abscissas e sm' no das ordenadas, o teste po

de ser conduzido, por meio das duas retas paralelas: 

(1:10) 

(1:11) 

, 
Os pontos (m - s ; s) são proj etados, a medida 

m m 
que o experimento vai sendo realizado. Se o ponto jaz 

s 
m 

o 

Rejeição de H 
o 

Ctmtinuação 
da experiência 

R 
m 

Aceitação de H 
o 

A 
m 

m - s 
m 

Figura 1 - Regiões de decisão para o teste seq~encial da razão de probabi
dades: Ho : p = Po e H1 : p = P1" 

A 

no espaço compreendido entre as duas retas, a experien-

cia ~ continuada; quando ~le se encontra sôbre a reta 

~ (1: 10) ou acima desta, a experiência termina com 

a rejeiçao de Ho; finalmente, quando o ponto se loca

liza sôbre a reta ~ (1: 11) ou abaixo dela, a expe

:ri~ncia termina com a Beei tação de Eo' 





CAPíTULO 11 

COMPARAÇÃO DE UMA PROPORÇÃO DESCONHECIDA 

COM UM VALOR DETERMINADO 

A 

2.1 - O presente caso consiste em por em prova 

hip~teses a respeito de determinada proporção p. Pare

ce-nos indispens~vel que nos detenhamos para considerar 

em que se furrlamenta a determinação do valor de p. Po

de ser uma probabilidade a priori ou a posteriori, ou 

ainda um valor originado de considerações de ordem pr~

tica, especÍficas para o problema em causa. 
, 

Como sabemos, uma probabilidade a priori e a que 

se deduz, te~ricamente, partindo de certas pressuposi

ções (hip~teses) acêrca da natureza do fen~meno consi

derado. As probabilidades a priori sao encontradas es-
, , 

pecialmente em fisica teorica bem como na teoria dos j 0-

gos de azar. Nos dominios da gen~tica, são tamb~m co

muns problemas que erwolvem probabilidades a priori, im

postas ao pesquisador pela admissão dos principios men

delianos. 

Em contraposição, uma probabilidade a posteriori 
, 
e a que se determina, partindo do estudo do comportamen-

to das freqRências relativas, que um evento apresenta, 

nas v~rias realizações do experimento. Como tal, uma 

probabilidade a posteriori est~ sujeita as flutuações 

casuais e s~ no caso das freq{iências relativas serem ba

seadas em um n~ero, suficientemente grande de observa-
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çoes, ~ que ela adquire uma estabilidade, que permite 

consider~-la como um ~ico valor. Não h~, talvez, um se

tor do conhecimento, em que não tenhamos de considerar, 

a todo momento, probabilidades a posteriori, p~sto que ~ 

da observação dos fenômenos, em sua ocorr~ncia espont~

nea ou experimentalmente provocada, que decorre a maior 

soma de conhecimentos a respeito do mundo exterior. Co

mo exemplo, podemos recorrer ~ determinação do coefici

ente de fatalidade para certa doença, com o emprêgo de 

determinados recursos terap~uticos; tal coeficiente ~, 
, 
obviamente, uma estimativa da probabilidade de morte, a-

tribuível a cada paciente acometido por tal enfermidade. 

Finalmente, casos h~ em que nem existe um subs

trato te~rico, capaz de validar, apriorlsticamente, uma 

probabilidade, nem dispomos de informações pregressas, 

que permitam seu estabelecimento a posteriori; apenas 

certas peculiaridades do problema em foco podem conduzir 

o pesquisador ~ fixação, muitas vêzes arbitr~ria, de um 

valor para sua probabilidade, que satisfaça determina

dos requisitos. 

Feitas estas considerações a respeito da natu

reza de p, podemos, agora, passar ~ apresentação do pro

blema, inicialmente proposto, atrav~s de alguns exemplos 

de situações, em que êle surge. 

, Assim, suponhamos que um pesquisador esteja in

teressado em verificar o papel do cloranfenicol, na te

rapêutica da febre tif~ide, expresso pela percentagem de 
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, 
curas p. A primeira vista, o experimento a realizar 

deveria incluir dois grupos de pacientes, um recebendo o 

tratamento e outro não. Entretanto as evidências de or

dem laboratorial, em favor da eficiência ·do antibi~tico 

em causa, eram de tal monta que êsse tipo de planej amen

to traria para o pesquisador problemas de ordem ~tica 
, 

insuperaveis, pois, ao privar o paciente do recurso te

rapêutico, êle estaria consciente da possibilidade de 

assim reduzir as suas probabilidades de cura. Esta ~ 

uma situação, em que a escolha deuma probabilidade apos

teriori para a cura, sem o novo medicamento, d:igamos Po' 

acaba por se impor. Isto ocorre, ainda que se reconhe

çam tôdas as debilidades que resultam da comparação dos 

resultados, agora obtidos, com os que foram fornecidos 
"" , 

pela experiencia previa, diante da pratica impossibili-

dade de reprodução fiel de tôdas as circunstâncias que 

rodearam êsses casos. Naturalmente, o pesquisador pro

curar~ reduzir ao mínimo a possibilidade de que o grupo 

experimental difira sensivelmente do conjunto de casos, 

pr~viamente considerados para o estabelecimento da pro

babilidade de cura sem o rEtI1~dio, conjunto ~sse que pre-
, 

cisa ser suficientemente numeroso, em face do que ja foi 

antes discutido. 

Outro exemplo poderia ser dado com O caso de um 

pesquisador, que desejasse verificar se todos os nasci

mentos de gêmeos resultam da fertilização de dois ovos 

distintos, isto ~, se todos êstes gêmeos são do tipo di

zig~tico. Se isto fôr v~r,,ª,ªQe., ~~~E?der~ esperar que, 

f!/~ .. ~":_,:~~:~)E :f ~~ .. ~~--~~~.; 
/ . --
-'~,- '~St'OAor ~;:: SA"~' u,\~,,,O .. 

~'" 'vt,., LI. li t ')u J r."oul.. 
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~ -
entre o total de pares de gemeos, uma proporçao igual 

1/2, isto~, Po = 1/2, apresente individuos de sexc 

diferentes, sendo de minima importância a influência de 

se saber que a proporção de nascimentos masculinos ~ ma

ior do que a de femininos. A observação da" sucessão de 
~ - , 

nascimentos gemeos, na populaçao em que se esta estudan-
A , _ _ 

do o fenomeno, permitira a apreciaçao da proporçao, com 

que, entre êles, se verificam pares com sexos diferen

tes. 

Como terceiro exemplo, consideremos o caso da 

escolha da ocasião, na vida da criança, para a vacinação 

anti-dift~rica. Sabe-se que certa percentagem dos re-
, 

cem-nascidos possui imunidade, passivamente recebida porv:ia 
, 

transplacentaria; esta percentagem varia de local para la-
, 

cal e, no mesmo lugar, conforme a epoca, principalmente 

em função das condições epidemiol~gicas da infecção em 

causa, mas, em nosso meio, alcança altos nÍveis de 80% ou 

mais. Na escolha do momento oportuno para a vacinação, 

entre outras considerações, que podem ser levadas em con

ta, acredita-se que influa a que diz respeito ao perío

do de vida decorrido, para que o percentual de imunes se 

reduza at~ um determinado nível, capaz de condicionar 

uma probabilidade elevada de que seja susceptível uma 

criança dessa idade. 

Suponhamos que um pesquisador es~, então, in

teressado em conhecer, para determinada população, se, 

em certa idade, o referido percentlJal alcança um nivel 

considerado como inuicador da conve,,-j~nda da va<..:iW:i.ç~o, 
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digE@os um valor de po = 50%. Para tanto, êle resolve 

estudar o percentual de imunes, em uma amostra de crian

ças da referida idade, digamos três meses. 

Conquanto, em todos ~stes exemplos, o que o in

vestigador realmente deseja ~ confrontar uma proporção 

desconhecida, p, com um valor prefixado, p , a compao 
raçao, que dever~ ser feita, depender~ do prop~sito da 

pesquisa. 

Por exemplo, no primeiro caso considerado, o pes

quisador precisa, indubit~velmente, demonstrar que o no

vo procedimento terapêutico fornece resultados melhores 
"-

do que os conseguidos sem o seu emprego. Assim, o que 

lhe interessa ~ verificar se a proporção de curas, p, ~ 

maior do que p ou não; se, contrariando as suas expec-o 
tativas, êle achasse que p não ~ maior do que Po' pou-

co se lhe daria se p fôsse igualou mesmo menor do que 

po. Portanto, êle deseja optar por uma, entre duas hi-
, 

poteses apenas, 

e 

, 
H1 e denominada uma alternativa monocaudal porque toma 

em consideração valores de p, que diferem de Po somen

te em uma direção. 

Se do experimento resultar a conclusão da vera

cidade de Ho' não se recomendar~ a adoção do cloranfe

nicol no tratamento da febre tif~ide. 

No que diz respeito ao segundo exemplo apresen-
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'" tado, sabe o pesquisador que, se os gemeos r~scidos fc 

rem do tipo monozig~tico, ~le8 serão obrigatoriamente( 
'" mesmo sexo. Então, se no total de nascimentos gemeos Se 

incluir uma parte de g~eos monozig~ticos, a proporção 

observada p de pares de sexos diferentes ser~ obriga

t~riamente menor que a esperada, po. Logo, em cltima a-
, '" 

nalise, o problema proposto consiste em por em prova a 

hi~tese de nulidade: 

contra a alternativa: 

No terceiro exemplo, se o pesquisador verificar, 

que, na idade de três meses, existem exatamente 50 % de 

imunes, êle concluir~ que ~sse ~ o momento oportuno pa-
" • _ A 

ra proceder a vac1naçao. Entretanto, se esse percentual 

j~ f'ôr menor do que 50 %, o investigador ser~ levado a 

acredi tar que o momento oportuno es~ situado em uma f'a

se mais precoce da vida da criança; ao contr~rio, se ~le 

encontrar um percentual maior do que 50%, admitir~ que 

ainda se pode deixar para uma f'ase mais tardia a reali

zação da pr~tica imunizante. 

Seja p a proporção de imunes encontrada na a

mostra de crianças de tr~s meses de idade. Se o inte

rêsse do pesquisador f'ôr tomar apenas uma das duas deci-

soes, isto e, p = Po ou p t- Po' sem especificar se 
, . 

p e maior do que Po ou se P e menor do que Po' no 

caso de p = Pc ser rejeitada, entaCJ, o problema con-
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sistir~ em testar a hip~tese de nulidade: 

contra a alternativa: 

: P-f:P o 
, , 

H1 e chamada uma hipotese alternativa bicaudal, porque 

toma em consideração valores de p, que diferem de Po' 

em ambas as direções. Por outro lado, se,no caso da hi-
, 

potese p Po ser rej ei tada, o investigador estiver in-

teressado em especificar se p < Po ou P > Po' então 

estaremos diante do problema de optar por uma das tr~s 

possíveis hip~teses: 

Êste ~ o chamado problema das três decisões. 

2.2 Alternativas monocaudais 

2.2.1 1:.. hip~tese alternativa ~ H1 :.E..>...Eo 

Para melhor descrevermos como o teste seq-Rencial 

da razão de probabilidades pode ser conduzido neste ca

so, consideremos o nosso primeiro exemplo, em que, re-
, 

cordemos, o pesquisador deseja testar a hipotese de nu-

lidade Ho : p ~ Po contra a alternativa H1 : P'> po· 

Suponhamos que o investigador não desej e afirmar errô

neamente que o cloranfenicol ~ eficiente, se na realida-

de não o fôr, em mais do que, digamos oi.. % 
,.. 

das vezes. 

Fixado o valor de ol.. , gostaríamos de elaborar um teste, 

para descobrir se p > po. Isto ser~ tanto mais f~cil 
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, 
ou tanto mais dificil quanto maior ou menor, respectivr -

mente, fôr a diferença real entre p e Po' Se o resu_--
, 

tado com o cloranfenicol e apenas um pouco me]hor do que 

sem êle, isto ~, se p ~ pouco maior do que Po' sera 
, 

mais dificil descobrir que p > po do que seria se p 

fôsse muito maior do que po. Por outro lado, existe a 

possibilidade de êrro decorrente de não sé conseguir des

cobrir uma diferença, realmente existente no sentido a

pontado. Naturalmente, a import~ncia dêste tipo de êr-
, A 

ro sera tanto menor quanto menor for a magnitude da di-
, , 

ferença. Usualmente e possivel para o investigador for-
, 

mar tal juizo a respeito de um limite, digamos ~, que 

se a diferença p -Po fôr menor do que ~, êle possa 

resignar-se a deixar de descobrir que p >Po' porque o 
, , 

beneficio decorrente do novo tratamento e, neste caso, 

demasiadamente pequeno para ter significação pr~tica. 

Os valores, compreendidos entre Po e Po + e = P1' cons

tituem a chamada zona de indiferenga. 

Entretanto, se (p - po) > e, o pesquisador de

sejaria contar com boas possibilidades de poder optar 
, A , 

por H1• Se nao o fizer, incidira no erro, ja anterior-

mente apontado, o chamado êrro de segunda esp~cie, cuja 

probabilidade de ocorrência êle desejar~ que seja menor 

do que um valor fixado, digamos (3 • 
, 

Suponhamos que, depois de considerar os varios 
nA 

aspectos do problema e as consequencias de cada um dos 

po s si veis erros, o pesquisador especifique as trê s quan

tidades mencionadas, a saber: 
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de tal magnitude que, se p> 1-' o 
mas p < P1' êle não vê inconveniente na aceitação errônea 

de Ho; 
2) 

, , 
a maxima probabilidade permissivel o{ de di-o 

zer que p > Po' quando, na realidade, p ~ Po; 

3) 
, , 

a maxima probabilidade permissivel ~ de di-

zer que p ~ Po' quando, na realidade, P:> P1. 

, A ,.., , 

Com o auxilio destes tres numeros, o estatistico 

pode, agora, elaborar um plano seq~encial para testar a 
, 

hipotese de nulidade: 

dadee: 

(2: 1) 

(2:2) 

(2:3) 

contra a al
ternativa: 

Para tanto, êle precisar~ das seguintes quanti-

log 1 - (3 
U = _____ cl..-=---

P1 
log-

Po 

1 - Po 
log 

1 - P1 
V =---__ --

logJl 
Po 

w = 
{3 

log 1 -o{ 

P 
log_1 

Po 

o processo seq{j Ancial COllf'liste em tomar observações, uma 



- 40 -

de cada vez e anotar se se trata de uma cura ou uma nac· 

cura, e, em cada etapa, tomar uma das tr~s decisões: re 

j .. eitar Ho' aceitar Ho ou continuar coletando obser

vaçoes. Suponhamos que estejamos na m-~sima observa

çao. A escolha, dentre as três ações, depender~ de m, 

o n~ero total de observações colhidas, 

total de curas obtidas e das quantidades 

, 
sm' o numero 

U, V e W, an-

teriormente calculadas e dever~ ser conduzida como se-

gue: 

se sm~ U + (m - s ) V, rejeita-se H o; m 

se s ~W + m (m - s ) V, m aceita-se H o; 

se W + (m _ s ) V < s < U + (m - s ) V, m m m trata-

se mais um paciente e repete-se todo o processo acima. 

Na primeira, a comparação de s com U + (m- s ) V m m 
e com W + (m- ~) V ~ feita gr~ficamente. Medindo (m-sm) 

ao longo do eixo das abscissas e sm no eixo das ordena

das, as duas retas paralelas 

(2:5) 

= U + (m - s ) V m 

= W + (m - s ) V 
m 

são projetadas antes do inicio da experiência. Depois 

de cada observação, um ponto (m - sm; sm) ~ proj etado 

no mesmo gr~fico, descrevendo uma trajet~ria, ~ medida 

que se processa a e:x:peri~ncia. A observação ~ continua

da, enquanto a referida trajet~ria permanecer entre as 

duas linhas (2:4) e (2:5). A primeira vez que ela a-



- 41 -

tinja ou cruze uma das duas linhas, o experimento sera 
, 

terminado. Ho sera rej eitada, se o ponto (m - sm; sm) 
A 

da linha (2:4) aceita, se ore-ficar sobre ou acima e 

ferido ponto estiver 

s 
m 

Rejeição de H 
o 

, 

~x 

A 

sobre ou abaixo da linha 

Continuação da 
experiência 

, 

Aceitação de H 
o 

(2: 5). 

m - s 
m 

Figura 2 - Regiões de decisão para o teste seq~encial da razão de probabi
lidades: Ho : p ~Po e H1 : p >Po' 

Mostra-se, f~cilmente (capitulo IV), que o n~e
ro m~dio de observações necess~rio para atingir uma de

cisão ~ dado por: 

(2:6) 
W _ .,.((W_U) 

~o P-(1-P)V o o 
A 

se Ho for verdadeira, e por: 

(2:7) n 
U + (3(W_U) 

P1 P1-(1- P1)V 
A 

se H
1 

for verdadeira. 
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A primeira aplicação: 

Em conexão com a Campanha de Erradicação da M~

l~ria, os laborat~rios das diversas zonas enviam, no fim 

de cada m~s, ao Laborat~rio Central, tôdas as l~minas 
, 

positivas e no minimo 10 % das negativas para serem sub-

metidas ~ revisão, permitindo, assim, avaliar o grau de 

fidedignidade atribuível aos resultados. 

Torna-se, portanto, essencial, que os t~cnicos 

do Laborat~rio Central sejam microscopistas de alto ni

velo Nosso Departamento foi solicitado (*) para desen

volver um m~todo que permitisse testar se os referidos 

microscopistas poderiam ser considerados de um nÍvel, a

dotado pelo Laborat~rio como padrão, não s~ quanto ~ ha

bilidade em diagnosticar corretamente,como tamb~m quan

to ao julgamento da qualidade das preparações. 

Focalizando o primeiro aspecto, elaboramos, se

paradamente, um teste para a calibração dos microscopis-
, , , 

tas, no diagnostico de especie de Plasmodio, que apre-

sentamos a seguir. 
, fl A 

Considera o Laboratorio Central que as consequen-

cias, oriundas de uma falha no diagn~stico, quando se 

trata de uma lrunina sabidamente positiva, sao mais se

rias do que quando a lâmina fôr negativa, pois, na pri

meira eventualidade, um caso de mal~ria seria negligen
ciado. Por esta razão, acreditava o referido orgao que 

não valeria a pena todo o trabalho decorrente de testar 

seus t~cnicos para leitura de lruninas confirmadamente 

(*) Consulta feita pelo Or. Victorio Barbosa, Assessor das Operações 
de Epidemiologia do Serviço de Profilaxia da Malária do Estado de são Paulo. 



- 43 -

negat:Lvas. Decidiu-se, portanto, test~-los apenas para 

a leitura de lâminas positivas. Evidentemente, os t~c

nicos deveriam ignorar tratar-se apenas de liminas po-
, 

sitivas e, para tanto, foram misturadas as positivas al-

gumas negativas, cujos resultados não seriam levados em 

conta. 
, 

A habilidade do tecnico em diagnosticar corre-

tamente uma lâmina positiva ~ influenciada pela quali

dade da lâmina, isto ~, quanto melhor a preparação da li-
" , 

mina, mais facil o diagnostico. O Laboratorio distin-

gue quatro categorias de lâminas, a saber: muito boas, 
, 

boas, medias e ruins e, conquanto espere manter baixa a 

proporção de ruins, dificil se torna garantir que isto 

sempre aconteça. Por esta razão, querem estar seguros 
, 

de que um tecnico seja capaz de conseguir pelo menos 90% 
de diagn~sticos corretos, ainda mesmo quando 25% das ~

minas forem de m~ categoria, cabendo tamb~m 25% a cada 

uma das demais categorias. Nestas condições, a propor

çao total de diagn~stic os corretos de ~minas positivas, 

p, torna-se umam~dia ponderada: 

p = 0,25 TI 1 + 0,25 TI 2 + 0,25 TI) + O, 25lr 4 

onde TI
1

, TI2 , TI) e 114 são, respectivamente, as probabi

lidades que um t~cnico tem de diagnosticar corretamente 

lâminas positivas muito boas, boas, m~dias e ruins. 

, " 
Para o Laboratorio Central, um tecnico e consi-

derado "aceit~vel" se a proporção total de leituras cor

retas de lâminas positivas, p, que ~le ~ capaz de atin-
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g ir, f ôr maior do que 90 % ; na realidade, o que s e al

meja ~ que essa proporção não seja menor do que 95%. Por 

outro lado, aquêles que não alcançam uma proporção maior 

do que 90%, são considerados l1inaceitáveis n. Portanto, 

o problema de calibrar um t~cnico para o Laborat~rio e

quivale, em ~tima an~lise, a testar a hi~tese de nuli

dade: 

P ~p = 90% """" o 

contra a alternativa: 

, , 
Do ponto de vista pratico, pareceu razoavel ao labora-

t~rio Central: 

1) que a probabilidade de dizer que um micros

copista ~ naceit~vel", quando na realidade êle não o ~, 

fôsse de 5 %, isto ~, cf.. = 5%; 

2) tendo em vista as considerações ja feitas, 

escolher P1 = 95%, isto ~, não ver inconveniente em que 

um micros copista, cuj o ni vel ~ super ior a 90 %, f ~ s s e 

considerado ninaceit~vel", sempre que êle não fôsse su

perior a 95 % ; 

3) que a probabilidade de dizer que um micros-
" , 

copista e l1inacei tavel" , quando na realidade seu nivel 

~ superior a 95%, fôsse de 15%, isto~, f3 = 15%. 

Uma vez especificadas as quantidades acima, es

t~varnos em posiçao de utilizar o m~todo seqllencial. De 
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acôrdo com as f~rmulas (2:1), (2:2) e (2:3), calcula

mos as quantidades: 

u = log 1 - 0,15 / 1 0,95 = 51,997 
0,05 og 0,90 

V = log 1 - 0,90 / log 0,95 = 12,721 
1 - 0,95 0,90 

w = log 0,15 / 1 0,95 = - 33,875 
1 - 0,05 og 0,90 

e projetamos as retas: 

R = 51,997 + 12,721 (m - s ) m m 

~ = -33,875 + 12,721 (m - sm) 

, 
usando as formulas (2:4) e (2:5). 

, 
Calculamos, ainda, segundo as formulas (2:6) e (2:7), 

respectivamente: 

e 125 

Comparando-se êstes resultados com o n~ero de 

observações necess~rio, num teste cl~ssico, para os mes-
, 

mos valores de cf. , (3 e P1' isto e, N = 207, podemos 
, " 

ver que, em media, economizaremos um numero apreciavel 
A , 11 

de leituras pelo emprego do metodo sequencial. 

° problema, que nos preocupou a seguir, foi o de 

planejar o experimento de tal maneira que cada diagn~s

tico pudesse ser considerado como feito independentemen

te do anterior e com a mesma probabilidade, p, de estar 
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correto. Êstes requisitos estariam satisfeitos se ima

gi~ssemos uma população de l~inas dividida em quatro 
, 

estratos contendo, cada um, um numero suficientemente 

grande de lâminas e se, antes de cada leitura, sorte~s
semos a que estrato pertenceria a lâmina a ser examina

da. Os resultados calculados, segundo as f~rmulas (2:6) 
, 

e (2:7), indicam a ordem de grandeza do numero I1sufici-

entemente grandel1 de lâminas, acima referido, para que 

se tivesse boa garantia de estar protegido contra o ris

co do esgotamento do estoque de lâminas de um estrato, 

resultante dos azares do sorteio e de um prolongamento 

da experiência al~m do n~ero m~dio esperado. 

Tendo-se em mente a pressuposição de homogenei

dade para as lâminas de um mesmo estrato, a sua prepara

ção não constitu{a tarefa das mais simples, indicando a 

conveniência de um planejamento que permitisse uma redu

ção do tamanho de cada estrato. 

Foi adotado, então, o seguinte planejamento: o 
, 

Laboratorio Central preparou um conjunto de 200 lâminas 

positivas para Plasmodio, numeradas de 1 a 200, incluin-
, 

do, 50 para cada uma das quatro categorias; alem disso, 

foram utilizadas 50 lâminas negativas, numeradas de 201 

a 250. As 250 lâminas foram ordenadas casualmente (se

gundo a Tabela dos N~eros Casuais de Fisher e Yates) e 

apresentadas, uma a uma, ao microscopista para o diag-
, 

nostico. 
, , '" 
E obvio que este planejamento simplificado im-

plica em quebra das condições impostas quanto ~ indepen-
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dência de cada diagn~stico em relação ao anterior e a 

constância da probabilidade de correção de cada um. To

davia, pode-se demonstrar que, para efeitos práticos, são 

negligenc~veis as diferenças que ocorrem em relação a 

estas condições (*). 

Depois de cada diagn~stico, um supervisor anota

va se o resultado estava certo ou errado e um ponto 
, " 

(m -sm; sm) era projetado num grafico, ome m e o nu-
, , 

mero total de leituras e sm e o numero total de leitu-

ras corretas. Se o ponto estivesse compreendido entre 
, , A 

as duas linhas, o tecnico recebia aproxima lamina. Se 

ficasse s~bre ou acima da linha: 
.,1 

l\n = 51,997 + 12,721 (m - sm) 

o experimento terminaria com a rejeição de Ho' Final

mente, se o ponto estivesse sôbre ou abaixo da linha: 

~ = -33,875+ 12,721 (m-sm) 

o experimento terminaria com a aceitação de 
, , 

H • o 

A trajetoria descrita no grafico anexo refere-

se ~ classificação de um microscopista, o qual, como se 

vê, foi aceito como nacei~veln depois de haver lido 52 

lâminas. 

(I) De Cato, sU).IOnhaaoa, por e J.ap!ie!dade e se. perda de generallóade . t n tar-sp. de apensa duas categorias 

de lâ.1naa, a _bel": 1Q..r; e não boas . Repres8ll ..... mo por z. • qualidade da 1Ú1Da. pode~ dbar que li: pode as

sua1r .peDla doia .. qlDree= 1, carrn ponâendo ~ catecoria boa. •• O, ia categorl. aàn boa. seja ", a p-obal:ll1d1ld.e 

de ][:.', lato e, P(x:::l):::", avu aprobabi Udadede x:::o,btcé, P ( X =O; = '"c. " OllOrleio,antu 

de cada hitura, garlillte que ""! a "o btlC \<nrl •• durruate todo o exper1acntn. tE>T,: é. 

p (xjc; == 1) :: ", 
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onde xk ~ a qualidade da k_ ~sima lâmina. a S6r apr€sentada (k:: 1,2,3, ••• ). 

Representemos por y o resultado da leitura de UII1U lâmina, que pode, portanto, stlsumir apeM5 dois va_ 

lores 8 saber: correto, que denotaremos por 1 e incorreto, que denotaremos por o. Seja 1'(1 a probabilidade de 

um diB.gn~5tico correto, quando a lâmina ~ de boa qualidade, isto é, 

p (y = , /, = 1) = J{, 

e i! 2 a probabilidade de um dlagn~8t1co correto, quando a lâmina não é de boa qualidade, isto ~. 

p (y = , / , = O) = i1, 

Desde que, por ilip~tese, estas probabilidades permaneçam constantes, ao longo de todo o exper:1Jnento, a probabilida_ 

de do microscopista lazer UIII dlagn~l!!Itlco correto na k_ éeÚ&8 leitura (k = 1 J 2, ) •••• } é dada por: 

p = p ("k = ,) P (Yk· , / "k = ,) • 

P ('k= O) P (y.='/"k=O) 

Vejamos, agora, o que ocorre com o tipo de planejamento adotado. Suponhamos uma população contendo n 

lâminas dst'l quais s são de boa qualidade, isto é, x = 1 e as restantes (n _ s) não são de boa qualidade, is_ 

to~, x = O. Mostraremos, em primeiro lugar, que, aaostramo tal unlyerso, sell. reposição, aprobabilldade de uma 

lâmina de boa qualidade ser escolhida na k _ ésiJna etapa é igual à probabilidade de ser ela escolhida na prilneira , 

iato é, s/n = li,. De fato, a probabilidade de uma lâmina qualquer da população !!ler a k_ ésÚlla é igual ~ proba_ 

bilidade de que ela não tenha sido escolhida antes, isto é, (n _ k) In, multiplicada pela JX'obabllidade de que 

ela seja escolhida na k-~siaa, isto é, 1/(n_k), ou seja: 

~.--=...!... n _ k 

Uma vez que exifltem I'! lâminas de boa qualidade e, COlllO cada l.11li8. tell. uma probabilidade igual a '/0 de ser esco_ 

lhida na k_és1ma etapa, então, a probabilidade de uma lÂIIina de boa qualidade aer eBcólhida em k-éaimo lugar é 

igual a a/n. 

Anàlogamente, a probabilidade de UID8 lâmina MO boa ser eacolhida na k_ ésÍJM. etapa é igual a: \lo = 
(n-,)ln. 

Como anteriormente, seja it 1 a probabilidade de UIIIl leitura correta na k_ ésima lâmina, quando ela é 
boa e 1t'2 a probabilidade de UIDa leitura correta na k- ésbla lâmina, qU&Ddo ela não é boa. Calcularaaos, agora,a 

probabilidade de obter diagnósticos corretoe em leituras auceasivss. Por questões de simplicidade e sem perda de 

generalidade, calculemoB essa probabil:l.dade para as duas Fi.aeirss leltura8. Tell.-88: 

P (y, = " Y2 = 1) P (', = ,) P (Y, = '/" = 1) P (', = , /" = " 7, = ,) P (Y, = '/', • " Y, = " ., = 1 ) 

• P(',=O)P(y,=,/x,=O) P (.,='/',=O,,,,=')P(7,='/','O,y,=,,,,=,) 

+ P (Xl = 1) P (Y, = 1 / x, = 1) P (X2 = 0/ x1 ;: 1, T 1 ;: 1) P (1'2 = 1 / Xl = 1. Y 1 = 1, x2 ;: O) 

• P (', = O) P (Y, = , /x, = O) P (., = 0/", = O, ", = ,) P (Y, = ,/x, = O, " = " .,=0) 

Para D, relativamente graIXl.e, o segundo têrmo da expressão supra pode ser desprezado e podemos escrever: 

o que mostra que, para fins pr~ticos, podemos admitir que existe tndependência e que a probabilidade p de um diag_ 

nóstico cr-"reto se mant~m a mesma, ao longo de t;da a experiência. 
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, , 
2.2.2 - A hipotese alternativa e H1 : p <: p 

- - o 

Êste ~ o caso, quando desejamos testar a hip~
tese nula: 

contra a alternativa: 

Se permutarmos a definição de sucesso e fracas

so, isto ~, se substituirmos o n~ero de sucessos sm 
, 

pelo numero de fracassos m - sm' a proporçÇ!.o de suces

sos p pela de fracassos q = 1 - p, então, Ho e H1 - , 
serao sUbstituidos, respectivamente, por: 

Em t~rmos de q' s , esta ~ exatamente a mesma 
- - n 

~ituaçao que tivemos na secçao 2.2.1. Consequentemen-

te, o teste, a ser conduzido para pôr em prova H con-o 
tra H1, ~ o mesmo visto anteriormente, onde, em lugar 

de ~, teremos m- sm e, em lugar de p, q = 1 - p. 
, - , 
A semelhança da secçao 2.2.1, apos haver o investiga-

dor especificado as tr~s quantidades: 

mas não se v~ inconveniente em acei-

tar errôneamente Ho; 

2) a probabilidade ~xima permiss:Lvel cJ.. de di

zer que q> Clo (p < po)' quando de fato q~ qo (p~po); 
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3) a probabilidade m~xima permissivel ~ de di

l1ler que q ~ qo (p ~ po)' quando na verdade q > q1 

(p < P1)' calculamos: 

log 1 - ~ 
cf.. U = q1 

log-
Cla 

(2:8) 

1 -'lo log 
1 - q1 

V' = (2:9) 
log .3l 

qo 

(2:10) 
log f3 

W' = 1 -..I.. 

q1 
log-

qo 

então, conduzido como segue: em 
, 

O teste sera, 

cada etapa calculamos sm e (m - sm) e: 

rejeitamos Ho 

se m ~ s ~ W' + V' s m m' aceitamos Ho 

se W' + V' s < m - s < U' + V' s m m m' 
colhemos 

nova observação e repetimos todo o processo. 
A 

As desigualdades supra podem ser escritas em ter-

mos de U, V e W como segue: 

se s ~U+ (m-s )V, rejeitamos Ho; m" m 

se aceitamos H . 
o ' 
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se U + (m - s ) V < B-. < W + (m - s ) V, colhe-m -m m 
mos uma observação" adicional e repetimos todo o proces

so. 

As f~rmulas (2:6) e (2:7) tornam-se, neste 

caso, respecti vament"e : 

(2:11) 

(2: 12) 

W' _ ,,(W' _ U') 
n =----:---"'"""':'"--

qo qo - (1 - qo) V' 

= U' + {3 (W I _ U') 

q1 - (1 - q1) V' 

2.3 - O problema das três decisões 

2.3.1 - H : P = P com duas alternativas mo-=o - -o -- --- ---------"'-
nocaudais. 

Para melhor descrevermos como um teste s eq{lencial 

pode ser conduzido neste caso, cons ideraremos o no s s o 

terceiro exemplo, no qual, recordemos, o pesquisadores

tava interessado em comparar a proporção observada p de 

crianças imunes de três meses de idade com a proporção 

Po (= 50 % ). Como vimos, o interêsse do investigador ~ 

optar por uma das três hip~teses: 

H : p = p ; o o 

Suponhamos que êle não queira tomar uma decisão errada, 

dizendo que p < Po' quando de fato p = Po' em mais do 

que, digamos o{1 % das vêzes. Amlogamente, suponhamos 

que êle não queira cometer um êrro, dizendo que p> Po' 

quando na verdade p = Po' em mais do que, digamos ,,(2% 

das vêzes. 
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, 
Uma vez fixados 0(1 e 0(2' nosso proposito e 

propor um procedimento para descobrir se p < p o ou 

p > po' Se p fôr apenas um pouco menor do que p ou 
, o 

apenas um pouco maior do que Po' isto e, se p e Po fo-

rem muito pr~ximas, o pesquisador pode não considerar um 
A , A _ 

erro muito serio se ele optar por uma decisao errada, 

dizendo que p = po' Em outras palavras, êle não v~ in

conveniente em aceitar errôneamente Ho' se p f~r menor 

do que Po' mas não menor do que certo valor, digamos 

P1 (P1 < Po), isto ~, se p ficar entre P1 e po' 

Por outro lado, se p fôr menor do que p l' êle 

desejaria manter a probabilidade de dizer que p -í Po' 

abaixo de algum valor fixado, digamos (31. 

Armlogamente, o investigador pode não ver incon

veniente em aceitar errôneamente Ho se p fôr maior do 

que Po' mas não maior do que certo valor P2 (P2> po), 
, 

isto e, se p estiver entre Po e P2' Por outro lado, 

se p > P2 êle desejaria manter a probabilidade de di

zer que p = Po abaixo de certo valor fixado, digamos 

As seis quantidades, acima mencionadas, podem 

ser sumariadas como segue: 

1 ) um limite P1 de tal magnitude que, se 

P1 < P < Po ' nao haja inconveniente na aceitação de H o 
em lugar de H1 ; 

• 
2) um limite P2 de tal magnitude que, se 

Po< p < P2' nao haja inconveniente na aceitação de Ho 
em lugar de H2 ; 
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3) 
, , 

a max:im.a probabilidade permi~sivel o{1 de di . 

Zer que p < Po' quando, de fato, p = Po; 

4) 
, , 

a max:im.a probabilidade permissivel 0(2 de di-

zer que p> Po' quando, na verdade, p = Po; 
, , Il 

5) a maxima probabilidade permissivel 1J1 de di-

zer que p = Po' quando, na realidade, p < P1; 

6) a m~xima probabilidade permissível ~2 de di

zer que p = Po' quando, de fato, p> P20 

Depois de escolhidas estas seis quantidades, se e~s sa

tisfizerem as condições (ver capitulo IV) 

1 - p 1 - P 
log 

o 
log o 

1 - P2 1 - P1 
:::::.. 

log 
P2 P1 

Po 
log -

Po 

1 - ~2 1 - o<' 1 
log 

~2 
log 

(31 
(2: 13) ~ 

P2 log 
Po log __ o --

Po P1 

log (32 
log 

00(1 
1 -.,(2 1 - ~1 

p ~ 
Po log ~ log 

Po P1 

estaremos em condições de elaborar um 1 11. 1 pano sequencl.a 
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que permita optar por H1' Ho ou H2• 

Para tanto, calculamos as quantidades: 

log 
1 - (31 

""1 
(2: 14) U1 P1 

log -
Po 

1 ... P 
log o 

1 - P1 
(2: 15) V1 = 

P1 
log-

Po 

log f.> 1 
1 -..{1 

(2:16) W1 
:o 

P1 log-
Po 

log 
1 -~2 
.(2 

(2: 17) U2 = 
P2 

log-
Po 

1 - P 
log o 

1 - P2 (2: 18) V2 = 
P 

log~ 
Po 

log ~2 
1 -..(2 

(2:19) W2 = P2 
log-

Po 
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o processo seq-llencial consiste em coletar obs er 

vaçoes, uma de cada vez e, em cada etapa, contar o n u

mero de sucessos bem como o de fracassos at~ entãoveri

ficados. Suponhamos haver colhido justamente a m- ~si

ma observação: 

aceitamos H . 
o' 

se sm ~ U2 + (m - sm) V2 , aceitamos H2 ; 

se nenhuma destas três condições f~r satisfeita, 

tomaremos uma nova observação e repetiremos todo o pro-

cesso. 
, -

Na pratiça,aa comparaçao de sm com 

U1 + (m -sm) V1 

W1 + (m-sm) V1 

pode ser feita gr~ficamente. De fato, medindo (m - s ) m 
e sm' ao longo do eixo das abscissas e das ordenadas, 

respectivamente, projetamos, antes do inicio da experi-
A • 

enc1a, os dois pares de retas paralelas: 

(2:20) 

(2:21) 

R1m = U1 + (m- sm) V1 

A1m = W1 + (m - sm) V1 
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(2:22) R2m 

(2:23) 

como mostra a ~igura 4. 

s 
m 

o 

Continuação da 
experiência 

Continuação da 
experiência 

m s - m 
Figura 4 - Regiões de decisão para o teste seq~encial da razão de probabilida-

des: H1 : p < p o; Ho: p = p o; H2 : p > p o 

À medida que o experimento avança, o ponto •••• 

(m - sm; sm) descrever~, na ~igura ac ima, sua traj et~
ria. A experiência ser~ terminada, quando, pela primei

ra vez, o r~erido ponto estiver em uma das regiões chu

leadas, ou sôbre as retas que as limitam, isto ~, regiÕes 

de aceitação, cem a exceção de que H ser~ aceita tam-o 
b~m, no caso da trajet~ria cruzar ambas as linhas A2m e 

A1m• 
As probabilidades das possiveis decisões erra-
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das, associadas ao processo seqllencial acima descrito, 

podem ser enumeradas como segue: 

Prob (aceitar Ro' quando p ~ Pi) ~ f31 

Prob (aceitar Ro' quando p ~ P2) ~ ~2 

Prob (aceitar Ri' quando p = po) =~1 

Prob (aceitar Ri' quando p ~ P2) < ..(1 

Prob (aceitar R2' quando p = po) = .,(2 

Prob (aceitar R.2' quando P ~ P1) =~.2 

o n~ero m~dio esperado de observações, at~ que 

uma decisão seja atingida, conforme o capitulo IV, deve 
, 

ser, no minimo, maior do que a maior das duas quantida-

des: 

IIp 
Ui + (31 (w 1 - Ui) 

= 
1 Pi- (i- Pi)V1 

(.2:.24) 

( 2:.25) n 
U.2 + (32 (W2 - U.2) 

= P2 P.2 - (1-P.2)V.2 

, . 
e, no max~o, menor do que 

(.2:.26 ) para valores de p ~ Pi ; 

ou do que 

(2:.27) para valores de p ~ P.2. 

* 



- 59 -

com uma alternativa bi-

caudal. 

Se, em lugar de tomar uma das três decisões pe

la aceitação de uma das três hip~teses, O pesquisador 

estivesse interessado apenas em testar p = po contra 

p ~ Po' então o teste seria conduzido de forma total-
" , -mente analoga a anterior com a unica distinçao que,ago-

ra, a êle estariam associadas apenas duas decisões erra

das, a saber: 

1) aceitar Ho' quando fals~; 

Z) rej ei tar Ho' quando verdadeira. 

As probabilidades correspondentes a tais deci

soes são dadas por: 

Prob (aceitar Ho' quando falsa) = 

I Prob (aceitar Ho' quando p ~ P1) ~ ~1 
= 

Prob (aceitar Ho' quando p ~ PZ)~ ~2 

Prob (rejeitar H , quando verdadeira) = o 
= Prob (aceitar H1' quando p = p ) + o 

+ Prob (aceitar HZ' quando p = p ) o 

= ..(1 + .,(Z 

I I 

Z.3.3 - .!:!O :.E.1 ~.E. ~ Pz com duas alternati-

vas monocaudais. 

Muito freqllentemente nos encontramos diante do 
, 

problema em que se quer saber se p esta entre dois va-

lores, digamos, 
I! ' A 

P1 e Pz ou se p esta fora de ste in-



- 60 -

tervalo. Por exemplo, em têrmos do problema da imurü .. - , 
zaçao anti-difterica, o pesquisador poderia estar inte.-

ressado em saber se a proporção p de crianças imunes, 
A , 

com tres meses de idade, esta ~ntre dois valores P1 e 

" '. d ' P2 ou se e menor do que P1 ou ma~or o que P2. Sen-

do êste o caso, pOderíamos dizer que o investigador quer 

optar por uma das três hip~teses; 

com 

im I 11. I A f de elaborar o p ano sequenc~a para o pre-
, 

sente caso, o estatistico necessita das seguintes quan-

tidades: 

1) um intervalo em tôrno de P1', digamos de P1 

a P01' 
entre P1 

de tal magnitude que se p estiver - , 
e P01' nao havera inconveniente em optar por 

" -Ho ou H1' mas e desejavel a rejeiçao de H2; 

2) um intervalo em tôrno de P2', digamos de P02 

aP2' (P02 < P2) de tal magnitude que se p estiver - , 
entre P02 e P2' nao havera inconveniente em optar por 

Ho ou H2 mas ~ desej~vel a rejeição de H1 ; 

3) a ~xima probabilidade permissf vel ~ 1 de di

zer que p ~ P1' quando, de fato, p = P01; 

4) 
, , 

a maxima probabilidade permissivel .,{2 de di-

zerque P~P2' quando,naverdade, P=P02; 

5) a ~xima probabilidad~ permissível ~1 de di

zer que p = P01' quando, na realidade, p ~ P1 ; 
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6) a m~xima probabilidade permiss1vel (32 de di

zer que p = Po2' quando, de fato, p ~P2' 

Uma vez fixadas essas quantidades, se elas sa

tisfizeremas condições: 

1 - Po2 1 - Po1 
log 

1 - P2 
log 

1 - P1 

P2 
> 

log~ log--
Po2 Po1 

1 - r;2 1 - .,{ 1 
log 

~2 
log 

(31 
(2:28) 

~ 
P2 Po1 log -- log --
Po2 P1 

log 
~2 

log 
"'"1 

1 -0(2 1 - ~1 
~ 

Po1 
log -...!2... log--

Po2 P1 

- 11 estaremos, entao, em posiçao de elaborar o plano sequen-
, 

cial que permitira optar por Ho' H
1 

ou H
2

• 

(2:29) 

Calculamos as quantidades: 

log 
1 - (31 

0(1 
U10 =------

log -.!l 
Po1 
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(2:31) 

(2:32) 

(2: 33) 
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1 - Pol 
log --;----

1 - P1 
V 10 = ---P-1--

log--
Po1 

P1 
log-

Po1 

1 - (32 
log-~

.(2 

log --.!2. 
Po2 

O " . 1 . ti' t b processo sequencla conS1S ra em omar o ser-

vações, uma a uma, e, em cada etapa, calcular o m~.mero 

de sucessos e o n~ero de fracassos, at~ então verifica-
, 

dos. Suponhamos que acabamos de colher a m-esima obser-- , 
vaçao. Determinamos sm o numero total de sucessos ve-
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rificados até esta observação; entao: 

se sm~ U10 + (m- sm)V10 , aceitamos H1 ; 

se W10 + (m- sm)V10 ~sm~W20,f- (m- sm)V2O 

aceitamos H • 
o' 

Se sm ~ U 20 + (m - sm) V 20 ' .aceitamos H
2

; 

nenhuma dessas condições 
A 

se for satisfeita, to-

maremos mais uma observação .e repetiremos todo o processo 

descrito. 

A 1 11. 1 ' Este pano sequencla pode ser conduzido grafi-

camente de maneira totalmente an~loga ~quela apresentada 

na secção 2.3. As equações (2:20), (2:21), (2:22) e 

(2:23) terão as quantidades U1, V
1

, W1 ' U2,V
2

,W
2 

subs

tituldas, respectivamente, por U10 , V10 , W10, U20 , V20 e 

W20 . As equaçoes (2:24), (2:25), (2:26) e (2:27) terão 

as mesmas substituições. 

A segunda aplicação: 

É bastante conhecido o uso do esfregaço vaginal 
, A , 

no diagnostico e controle de disturbios hormonais na mu-
" . lher. O indice eosinofilo definido pelo percentual de 

" , - (*) 
celulas acidofilas, quando 300 celulas sao contadas , 

tem sido proposto como um lndice do estado hormonal. Os 

limites de normalidade do referido lndice para o oitavo 
, A 

dia do periodo menstrual foram fixados por este autor em 

7% e 25%. Percentuais, abaixo ou acima dêstes limites, 

(*) Pundel, J.P., Acquisitions récents en cytologie vaginaIe hormonale,1957, 
Masson et eie. ~diteurs, Paris PP - 50-55. 
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sao considerados como indicativos de um estado hormonal 

nao normal. 

Nestas condições, fomos solicitados para elabo

rar um plano seq~encial, que fôsse capaz de permitir sa-
, 

bar se em determinada paciente o indice pode ser consi-

derado como situado dentro ou fora do intervalo 7 % a 

25 % • Em outras palavras, o problema consistia em ela-

borar um plano seqRencial que permitisse decidir por uma 

das três hip~teses, a saber: 

p < 7% ; Ho: 7 % ~ p ~ 25 % ; H2 : p > 25 % 

, , 
Do ponto de vista pratico, pareceu razoavel ao 

pesquisador: 

1 ) 

2) 

3) 

escolher P1 = 0,05 e P01 = 0,10; 

escolher P02 = 0,23 e P2 = 0,30; 
, , 

que a probabilidade maxima permissivel de di-

zer que a referida paciente tem um indice menor do que 
, , 

5 %, quando, na verdade, o seu indice esta contido no in-

tervalo de 7 a 25%, fôsse igual a 10%, isto ~, ~1 = 

= 0,10; 
, , 

que a probabilidade maxima permissivel de di-

zer que a referida paciente tem um indice maior do que 

30%, quando, na verdade, o seu indice está contido no 

intervalo de 7 a 25%, fôsse igual a 10%, isto~, ~2 = 
= 0,10; vale notar que estas probabilidades, referidas 

nos itens 3 e 4, não medem o risco de dizer que a pa

ciente não ~ normal, quando, de fato, ela o é, pois es-
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tas ~ltimas envolvem outras .considerações relativas aos 

limites de normalidade; 

5) que a probabilidade ~xiJna permissi vel de 

dizer que o indice da paciente em consideração es~ 

dentro do intervalo supra, quando, na verdade, êste in

dice ~ menor do que 5 %, fôsse igual a 10 %, isto ~, 

~1 = 0,10; 

6) que a probabilidade maxima permissivel de 

dizer que o indice da paciente em consideração est~ den-
,.. , 

tro do intervalo supra, quando, na verdade, este indice 

~ maior do que 30 %, fôsse igual a 10 % , isto ~, (32 = 

= 0,10; 
, , 

Tambem aqui e preciso considerar que estas pro-

ba bilidades referidas nos i tens 5 e 6 não medem o ris

co de dizer que a paciente ~ normal quando, de fato, não 
, 

o e. Para tanto, seria preciso terem-se em conta as dis

tribuições de freqilencia dos percentuais em pacientes 

nao normais. 
, , 
E facil verificar que as quantidades, definidas 

acima, satisfazem as condições (2:28). 

Especificadas estas quantidades, encontr~vamo

nos em condições de elaborar o plano seqllencial que per

mitisse optar por H1, Ho ou H2• Calculamos, de acôrdo 

com as fórmulas (2:29), (2:30), (2:31), (2:32), (2:33) 

e (2:34) as seguintes quantidades: 

U = 1 g 1 - 0,10 / I 0,05 
10 o O, 1 O og O, 10 - 3,170 
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V
10 log 1 - 0,10 / log 0,05 = = 

1 - 0,05 0,10 
0,078 

W10 = log 0,10 / log 0,05 = 1 - 0,10 0,10 
3,170 

U20 log 1 - 0,10 / 1 0,30 = og-- = 0,10 0,23 
8,270 

V20 = log 1 - O, 23 / 1 0,30_ og-- -
1 - 0,30 0,23 

0,359 

1.1 0,10 / ° 30 8 
1'120 = log 1 log' = - ,270 

- 0,10 0,23 

e projetamos os dois pares de retas paralelas: 

! R1m = - 3,170 + 0,078 

A1m = 3,170 + 0,078 

(m - s ) 
m 

I R2m = 8,270 + 0,359 (m- sm) 

A2Jn = - 8,270 + 0,359 (m - sm) 

° nmnero esperado de observações, necess~rio a uma 
-, , 

decisao, e, no minimo, maior do que amaior das duas quan-

tidades: 

U10 + ~1 (W10 - U10 ) -3,170 + 0,10 (3,170+3,170) 
= = 

P1 - (1 - P1) V10 
0,05 - 0,95 X 0,078 

- 2,536 ~ 105 = 
- 0,02410 

U20 + ~2 (W20 - U20 ) 8,270 + 0,10 (- 8,270 - 8,270) = 
P2 - (1 - P2)V20 

= 
0,30 - 0,70 x 0,359 
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= 

, 
e, no maximo, menor do que 

U10 - 3,170 
(1- P1)V1O 

= 
P1 - - 0,.0241 

U20 8,270 
(1 - P2) V 20 

= 0,0487 P2 -

Uma lâmina examinada 

6,616 
0,0487 

-

- 136 

= 132, para 

-= 170, para 

p ~P1' e, 

menor do que 

P ~P2· 

(lâmina nº304/59 da cole-
-çao do Dr. Vitorio Valeri) forneceu os seguintes resul-

tados : (b = c~lula bas~fi1a ea = c~1ula acid~fila) ; 

b,b,b,a,b,b,b,a,b,a,a,b,b,b,b,b,b,b,b,a,b,b,b,a,a,b,a,a, 

a,a,b,b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,a, 

b,b,a,b,b,b,b~b,b,b,b,b,b,a,a,b,b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,b,b, 

b,b,a,b,b,b,b,b,b,a,b,b,b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,b,b, 

b,b,a,b,b,b,a,b,b,b,b,b,b,b, 

Como vemos pela figura 5, o exame terminou na 

126a. c~lula pela aceitação de Ho. 

* 
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CAPíTULO 111 

COMPARAçlo DE PROPORçõES DE DUAS AMOSTRAS 

INDEPENDENTES 

- , 
3.1 - As comparaçoes estudadas no capitulo II 

foram feitas, atribuindo-se a po um determinado valor, 

baseado ou na experi~ncia passada ou num conhecimento a 

prior{stico ou, ainda, em considerações relativas ~ pr~

pria natureza do fenômeno. Na investigação m~dica e de 
, , ~A 

saude publica, p usualmente mede a frequencia de soo 
A 

breviventes, a presença ou ausencia de sintomas, seu a-

parecimento ou desaparecimento, ou, por outras palavras, 

o comportamento, quanto a algum aspecto, de organismos 

vivos influenciados por uma multiplicidade de causas. 

Esta ~ a razão fundamental pela qual a utilização de in

formes retrospectivos para a fixação do valor de p a-o 
presenta muitos perigos, como j~ foi anteriormente men-

cionado. 
, 

o pesquisador nao pode perder de vista varias 
, 

causas que levam o valor atribuido a p a variar com o 
o 

tempo; assim, por exemplo: 

1 - Uma doença infecciosa pode apresentar varia

çao quanto ~ incidência, à capacidade letal ou qualquer 
, "" -, 

outra caracteristica., em funçao de modificaçoes do pro-

prio agente etiol~gico ou da população de hospedeiros. 

Os casos cl~ssicos de escarlatina e do sarampo 

ilustram claramente tal tipo de variação. 
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2 - A difusão da pr~tica do exame m~dico peri~

dico, resultante da elevação do nÍvel educacional da po

pulação, pode acarretar grande variação quanto ~ fase de 

evolução ou ~ gravidade dos casos de uma doença que che-
,- , 

gam. as maos dos me<licos. O mesmo pode suceder em vir-

tude do advento de novos recursos diagn~sticos ou da ma

ior facilidade de acesso aos j~ existentes. são típi

cos, quanto a êste aspecto, os casos das neoplasias ma-I 

lignas e da tuberculose, bastando que se lembre, para 
, 

esta ultima, o papel desempenhado pela roentgenfotogra-

fia de Manuel de Abreu. 

3 - Os resultados de terap~uticas c:irlirgicas po

dem variar atrav~s do tempo, não s~ pelo aumento da pe

rícia e da experiência dos cirurgiões, como tamb~m pelos 

aperfeiçoamentos introduzidos na anestesia, a melhoria 

dos tratamentos pr~ e pos-operat~rios, a melhor quali

dade da enfermagem, etc. 

, " 
Alem desses exemplos, muitos outros poderiam ser 

lembrados, em que a variaçao, no tempo, da proporção es

tudada ~ suficiente para invalidar um valor de Po' es

tabelecido com base na experi~ncia passada. Em tais ca

sos, impoe-se o uso de grupos-contrôle para que se pos

sa alcançar alguma conclusão quanto ao efeito de qual

quer condição imposta sôbre o valor da característica em 

estudo. Esta ~ a razão pela qual a pr~tica de experi

mentos controlados, em Medicina e Sa~de P~blica, se tor

na progressivamente mais difundida. 

Ser~ êste o assunto do presente capitulo. 
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3.2 - Q caso da dup.la dicotomia 

As considerações, que aqui serao feitas, apli

cam-se, igualmente, tanto ao caso corrente quanto ao se-
I! • I quencl.a . 

Suponhamos que um cirurgião pretendesse condu

zir um experimento controlado, a fim de comparar a efi

ciência de dois tratamentos cir~gicos. Seja 1T
1 

(*) a 

proporção de operações bem sucedidas , s.e o trat.amento 

tradicional (tratamento 1) f~ase usado e lT 2' se o novo 

tra tamento (tra tamento 2) f~ss e aplicado. Se 11' 2 ~ TI 1 ' 

o cirurgião preferir~ o tratamento 1. Todavia ~le gos

taria de substitui-lo pelo tratamento 2, se 11'2> 11'1' Em 

outras palavras, o cirurgião est~ interessado em testar 

a hip~tese: 

contra a alternativa: 

H1 : 11'2 > 11'1 

À semelhança do que foi visto, quando do estudo 
-de comparaçoes com um valor conhecido Pc' o cirurgiao 

pode pretender escolher três m~eros oL, p.e d e dese

jar um teste tal que a probabilidade de julgar o trata

mento 2 superior ao tratamento 1 não supere ti... , sem

pre que as verdadeiras proporções de sucessos, TI
1 

e TI
2

, 

satisfaçam Ho e a probabilidade de julgar o tratamento 

(*) A fim de facilitar o uso das f6rmulas estabelecidas no capítulo 

11, introduziremos uma ~ova notação, isto é, fl1s em lugar de pIS. 
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1 superior ao tratamento 2 nao ultrapasse r.> , sempre que 

Tí 1 e Íl2 difiram de mais do que d. 

Desde que nao existe especificação das grande-- -' , 
zas de 1/

1 
e 11 2 , Ha sera satisfeita por uma infinida-

de de pares (TI l' TI 2) contanto que TI 2 ~ ií l' como bem 

mostra a figura 6. De fato, todos os pares localiza

dos no triângulo OMN, incluida a diagonal, satisfazem 

a Ho' An~logamente, se H1 f~r verdadeira, ela ser~ 
satisfeita por uma infinidade de pares (i1 1, T(

2
), os 

quais ocupam todo o triângulo OSN, excluida a diago-
, 

nal. Os pares, cuja diferença e maior do que d, estão 

localizados ~ direita da linha ORo 

M~----------__ ------~ 

o Q 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

s 

Figura 6 - Valores possIveis de (Íl
1

,11 2 ) 

Diante disto, os requisitos anteriormente espe

cificados não podem ser satisfeitos com os testes dispo-
, , , 

niveis ate o momento. Um procedimento satisfatorio pode 
, 

ser conseguido, se os riscos toleraveis de erros forem 
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especificados de maneira um tanto diversa, em que nao se 

precise uma especificação dos valores de lT1 e Tí2 • 

Suponhamos, por exemplo, que os indi v{duo s em 
, 

estudo, sejam igualmente elegiveis para ambos os trata-

mentos e que n~s os observamos aos pares, ministrando o 

tratamento 1 a um dos membros de cada par e o tratamen

to 2 ao outro membro. 

Assim, cada par de pacientes pode apresentar um 

dos quatro resultados: 

Tratamento 1 Tratamento 2 

I curado curado 

II curado não curado 

III -nao curado curado 

IV - curado não curado nao 

Se ambos os tratamentos conduzem ao mesmo resul-
, - , 

tado, o par e dito concordante e nao e levado em conta 
, , 

no teste. Se o resultado e diferente, o par e chamado 

discordante. 

Um par discordante, no qual o tratamento 2 leva 
, 

a uma cura, e chamado um sucesso. Denotemos por p' a 

probabilidade de obter um sucesso num par discordante. 

É f~cil ver que 

(3: 1) p = 

e que p ~ 1/2 
, 

se e somente se 11 2 ~ TT1 ' 
, 

isto e, se o 
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~ratamento 2 :fôr inferior ao tratamento 1, eque p> 1/2 
, 

1(2 >í'f1 ' 
, A 

se e somente se isto e, se o tratamento 2 :for 

superior ao tratamento 1 . Assim sendo, se em determi-
, 

nad~ problema a adoção d~ste caminho parecer razoavel, 

o pesquisador poder~ estabelecer um valor de p, diga

mos P1' de tal maneira que, se p ~ P1' êle gostaria 

de descobri-lo com probabilidade no minimo (1 _ ~). 

A escolha do valor P1 pode ser mais ou menos 
, 

arbi traria; entretanto o investigador pode ser guiado 
, " TI por conhecimentos previos sobre 1 • Por exemplo, se 

n l' :fôr considerado boa estimativa para rr 1 e Q :fôr a 

di:ferença conveniente antes re:ferida, poder-se-~ usar 
'i1 1 '1'J' li 1 e 112 = 11 1 + d para calcular P1 • Isto assegu-

rar~, então, com probabilidade (1 - f3) , a possibilidade 

de revelar a diIerença d, entre as proporções de curas , 
pelo menos se 11 1 tiver sido uma boa estimativa. Não 

se deve perder de vista que o mesmo valor p corresponde 

a muitos pares (n1 , TI 2) e que, em geral, pares (rr1 , 

TI 2)' que produzem uma diIerença constante, correspon

dem a di:ferentes valores de p, como mostra bem a :figu

ra 7. 

Uma vez escolhido P1' tôdas as possiveis com

binações (TT l' 11'2)' que correspondem a valores iguais 

ou maiores do que P1' serao descobertas, com probabi

lidade, pelo menos (1 - ~). 
, , 

Com isto o nosso problema estara reduzido a com-

paração de uma proporção de sucesSos veri:ficados entre 

os pares discordantes, com um valor dado p = 1/2, iso 
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° 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Figura 7 - Valores de p para diferentes valores de ('íc
1

, Tt.
2

) 

, , 
to e, a testar a hipotese de nulidade: 

contra a alternativa: 

com as mesmas especificações cf. , ~ e P1 feitas na 
-secçao 2.2.1. 

3.3 - Alternativas monocaudais 
, , 

3.3.1 -..! hipotese alternativa e TI 2 ::> TI1 

Como acabamos de dizer na secção 3.2, o pro-



- 76 -

blema de testar: 

contra a alternativa: 

, 
"-

e equivalente ao problema de por em prova: 

I 

P ~ 1/2 Ho 
I 

p;> 1/2 contra: H1 
, 

(3:1). onde p e dado por 

Uma vez especificados 0(, 

11 • l' d °d quencla e con UZl o como segue. 

f3 e P1' o teste se

Sejam sm e (m - sm)' 
, 

. respectivamente, os numeros de sucessos e fracassos ve-

rificados entre os m pares discordantes, a t~ então ob-

servados: 1 

se 

se 

se 

1 1 - (3 log 
2 (1 - P1) og o<C. 

sm 3 log 2 P1 
+ (m - sm) rejeita-

log 2 P1 
se H . 

1 
o' 

log (3 log 2 ( 1 - P1) 
1 - o/.. + (m - s ) aceita-sm~ log 2 P1 m log 2 P1 se Ho; 

A log 1 ... A 
log ~ (1) log~ 1 01. 2 - P1 ..... - + (m-s )------<:.s ..:::. + 
log 2 P1 m log 2 P1 m log 2 P1 

1 
log 2 (1 - P1) 

log 2 P1 
toma-se outro par e 

repete-se todo o procedimento descrito. 

Como anteriormente, o teste pode ser conduzido 

gr~ficamente. Medindo-se o n~ero de pares favor~veis 
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ao tratamento 2, (m - s ), ao longo do eixo das abscism , , 
sas e o numero de pares favoraveis ao tratamento 1, sm' 

ao longo do eixo das ordenadas, projetam-se as duas re

tas paralelas: 

(3 :2) 

1 - (3 1 
log log 2 (1 - P1 ~ .,L.. 

I\n = + (m - s ) 
log 2 P1 m 

log 2 P1 

(3:3 ) 

(3 1 
log 2 

(1 - P1) log 1 _ o/.. 

J\n = + (m - s ) 
log 2 P1 m log 2 P1 

Ap~s a observação de cada par, um ponto (m - s ; 
m 

sm) ~ projetado no gr~fico 8,e, a primeira vez em qUe 

(m - sm; sm) não estiver entre Rm e ~, uma decisão fi

nal ser~ tomada: se o ponto estiver s~b:e Rm ou acima 

dela, Ho ser~ rejeitada e, se estiver sobre i\n ou abai-
, 

xo dela, H sera aceita. o 

s 
m 

o 

Rejeição de H 
o 

R 
m A 

m 

Aceitação de H 
o 

m - s 
m 

Figura 8 - Regi6es de decisão para o teste seq~encial da razão de probabi
lidades : Ho : i{2 :::; íl

1 
e H

1
: K

2 
> \(1 . 



- 78 -

- " ~ Como na secçao 2.2.1, o numero medio necessa-

rio de pares discordantes, at~ que uma decisão seja to-
, 

mada, e dado por: 

(3:4) = 
(3 ( (3 1 -(3 ) log 1 -.,L. - o( log 1 _ ol.. - log ----;;z-
1 "2 log P1 (1 - P1) + log 2 

se Ho fôr verdadeira, e por: 

(3:5) 

1-{3 A( ~ 1 1-f3) log oi. + I" log 1 -.I.. - og oL. 
=-----------n------~----------P1 

P1 log 1 _ P1 + log 2 (1 - P1 ) 

se H1 fôr verdadeira. 

" , ( O numero medio necessario de pares concordantes 
, 

e discordantes) e dado por: 

(3:6) 

(3:7) 

1 
se Ho fôr verdadeira e x 

TI 1 - P1 + 1T 1 (2 P1 - 1) 

~1 X TI 1 (1 - TI 1 ) 

se H
1 

fôr 
verdadeira o 

Conquanto o n~ero esperado de pares discordantes só de

penda de P1' o de todos os pares depende de 11'1 e TI 2 ' 
" ,.., , 

e, consequentemente, este ultimo apenas tera significa-

do, se o pesquisador possuir uma estimativa razo~vel de 

fT
1 

e TI'20 

Observação: 
, 
E interessante notar que ~ e ~, bem co-

, , 
mo o numero medio de pares poderiam ter sido expressos 
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como funções de uma característica u relacionada com 

p, atrav~s da expressão: 

Tf 2 
1 - 11 2 P 

u = = 
1 

1 - P 

1 - TT 1 

Suponhamos agora que estamos interessados em tes-

tar: 

Ro 1T2~1T1 

contra a alternativa: R1 1T 2 <TI1 

ou, em têrmos de p: R' p ~1/2 o 

contra: R' 
1 p <: 1/2 

Êste caso pode ser resolvido, utilizando os re-

- "' sultados da secçao 2.2.2 e o teste sequencial e con-

duzido como segue. Sejam sm e (m - sm)' respectiva

mente, os n~eros de sucessos e fracassos verificados 
, -

entre os m pares discordantes, ate entao observados: 

se 

1 - (3 1 
log log 2 ~ 1 - P1) 

s ~ 
.,{ + Cm -sm) rejeita_ m 

log 2 P1 log 2 P1 Ro; se 

(j 1 
log 2 (1 - P1) log 1 -.I.. 

sm~ + (m - s ) aceita-
log 2 P1 m log 2 P1 se Ro; 

se 
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toma-se um par adicio-

nal e repete-se todo o processo. 
; ; 

O numero medio de pares discordantes, at~ que 

uma decisão seja atingida, ~ dado por: 

(3:8) 

(3:9) 

1 (3 
( f3 1-(3) og - o( log - log 01... 

1-0{ 1-' 
=----~------------~~~~------~~--

1 

= 

2" log q 1 (1 - q 1) + log 2 

log 1 ~(3 + (3(log ~ - log 7) 
q1 

q1 log --- - + log 2 (1 - q1 ) 
1 -q1 

se H1 rôr verdadeira. 
; , 

O numero medio de pares (concordantes e discor-

dantes), at~ que uma decisão seja atingida, ~ dado por: 

(3:10) 

e 

(3:11) 

___ -..,-1 

21l'1 (1 
se Ho rôr verdadeira; 

1- q1 + 71 ( 2q1 -1) 
n x ---,,--- _. _. . ---

P1 .~ 1 (1 - 'fY 1 ) 
se H1 fôr verda

deira. 
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3.4 - Q problema das tr~s decisões 

Suponhamos, agora, que o problema consistisse em 
A , 

optar por uma das tres hipoteses: 

H1 : 11 2 < rr 1 ; 

ou em t~rmos de p'S: 

H' 1 p <: 1/2; H' / : p = 1 2; o H~: p > 1/2 

Uma vez especificadas as quantidades .li' ol.2' 131 ' 

~2' P1 e P2' se elas satisfizerem as condições (2:13), 
- n " -entao, o plano sequencial, de acordo com a secçao 2: 3, 

pode ser conduzido como segue. 

Sejam sm e (m - sm)' respectivamente, os m';.me

ros de sucessos e fracassos verificados entre os m pa

res discordantes, at~ então observados: 

1 - ~ 1 log 1 log 2 oi 1 (1 - P1) 
se sm~ + (m - sm) aceita-

log 2 P1 log 2 P1 se H1 ; 

[31 1 
log 1 - ~1 log 2 (1 - P1) 

se + (m - s ) ~ 
log 2 P1 m log 2 P1 

log 
(32 

log 2 
1 

1 - 0(2 (1 - P2) 
~sm ~ + (m - s ) 

log 2 P2 m 
log 2 P2 

aceita-se Ho; 
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1 - ~2. 1 
log 

0(2 
log 2 

(1 - P2' 
se sm~ + (m - sm) , aceitá-

log 2 P2 log 2 P2 se H2 ; 

se nenhuma dessas três condições fôr satisfeita na m-é

sima etapa, toma-se um novo par e repete-se todo o pro-

cesso. 

Como anteriormente, o teste pode tamb~m ser con-
, 

duzido graficamente. Tomando (m - sm) no eixo das abs-

cissas e l3m no das ordenadas, projetam-se, antes do 

experimento, os dois pare s de retas paralelas: 

log 1 - {31 1 
log 2 {1 - P1 J 

(3:12) R1m = .,{1 
+ (m - s ) 

log 2 P1 
m 

log 2 P1 

(31 
log 2 

1 
log 1 - .,(1 (1 - P1) 

(3:13) A = + (m -~) 1m 
log 2 P1 log 2 P1 

1 - ~ 1 
log 2 log 2 

(1 - P2) cL 2 
(3: 14) R = + (m - s ) 2m log 2 P2 

m 
log 2 P2 

(32 1 
log 1 

- ol2 
log 2 

(1 - P2) 
(3:15) A2m = + (m - s ) 

log 2 P2 
m log 2 P2 

Como mostra a figura 9. 
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Depois de observar o resultado de cada par, um 
, , 
e projetado no grafico, descrevendo 

uma trajet~ria ~ medida que se processa o experimento. 

A experiência termina quando, pela primeira vez, o ponto 

est~ em uma das regiões chuleadas, isto ~, regiões de a-

ceitação, acrescentando-se que Ho 
, , 

sera tambem aceita, 

se a traj et~ria cruzar ambas as linhas A1m e A2m. 

s 
m 

o 

, , , , , 
I 

I 
I 

Continuação da 
experiência 

Continuação da 
experiência 

m - s 
m 

Figura 9 - Regiões de decisão para o teste seqUencial da razão de probabi
lidades: H1 : '"2 <111; Ho : 'lt 1 = 1'{2; H2 : 11 2 >1l.

1 

, , 
Conforme a secçao 2:3, o numero medi o de pares 

discordantes necess~rios, at~ que uma decisão sejaatin

gida, e no minimo maior do que a maior das 2 quantidades: 
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o: 16) 

1 - ~ 1 (31 1 - (31 
log o/.. 1 + ~ 1 (log 1 - o< 1 - log ..L 1 ) 

P1 
P1 log + lQg 2 (1 - P1) 

1 - P1 

o: 17) 

1 - ~2 (32 1 - ~2 
log + ~ 2 (log 1 o/.. - log I ) 

01.. 2 - 2 ~2 n = ____________________________________ __ 
P2 P2 

P2 log + lo g 2 (1 - P2) 
1 - P2 

, 
e, no maximo, menor do que: 

0:18) 

1 - f31 log---
01..1 

1 ' para 
P log 2 P1 - (1 - P1) log 2 ( 1 - P1) p:s; P1 

ou do que 
1 - (32 

0:19) 
log ..{2 

-------------------------::;1---- , para 

P log 2 P2 - (1 - p) log 2 (1 - P2) 

A terceira aplicação 

Uma das mais importantes causas da morte de pre

maturos ~ representada pelas infecções que ~sses orga-

nismos ainda são incapazes de enfrentar. Assim, como 

medida preventiva, são os prematuros tratados com anti

bi~ticos, como parte dos cuidados de rotina, nos seus 

primeiros dias de vida. 

Numa das fases das investigações realizadas em 
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1956 pelo Dr. Silverman (*), relativas ao problema da 

determinação das condições ~timas para a sobrevivência , 
de prematuros, êle conduziu diversos experimentos clini-

, , 
cos, a fim de cemparar os meri tos de varias tipos de an-

tibi~ticos e suas respectivas doses. Uma dessas expe

ri~ncias foi delineada com o fito de saber se a terra-
, 

micina se mostrava superior ou inferior a gantrisina + 
penicilina. As drogas foram comparadas em têrmos da pro

porçao de sobreviventes, ~ idade de 120 horas. 

De acôrdo com o planejamento, a experiência se

ria analisada pelos m~todos correntes e julgou-se con

veniente, na ocasião, submeter 100 prematuros a cada um 

dos tratamentos. Tr~s grupos de pesos foram considera

dos, a saber: at~ 1000 gramas, de 1001 a 1500 gramas e 

1501 gramas e mais. Os rec~m~scidos foram emparelha

dos ao acaso dentro de cada grupo de p~so e, no finalda 

experiência, havia 95 prematuros, sob penicilina + gan

trisina e 97, sob terramicina. O teste de significân

cia realizado revelou que o coeficiente de sobrevivência 

entre os que receberam terramicina era maior do que o 

(*) Encontravamo-nos, nesta época, na Escola de Saúde Pública da Colum
bia University e participamos da discussão dos resultados apresentados pelo 
Or . Silverman, nos seus trabalhos de investigação. Mais tarde, em 1959, de 
vo lta àquela escola e, interessados, então, na aplicação da análise seqUencial 
aos problemas médicos e de saúde pública, obtivemos do Or. Silverman a per
missão para reanalisar seus dados pela técnica seqnencial e apresentar os re
sultados nesta tese, na forma de ilustração 

- 0000000 -
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observado entre os que receberam gantrisina + penicili

na, sendo a diferença significante ao nível de 5 %. 

Uma vez que os dados originais do Dr. Silverman 

estavam disponÍveis e continham as datas de admissão de 

cada prematuro, pudemos juntos analisar êsses dados co

mo se o experimento tivesse sido conduzido seq~encial

mente. Aqui, a título de ilustração, apresentaremos a_ 

penas a a~lise referente ao terceiro grupo de pêso, ou 

seja, 1500 gramas ou mais. 

Seja rr 1 a proporção de prematuros que sobrevi

ve, ap~s 120 horas sob terramicina e TT 2 a proporção que 
, 

sobrevive, apos 120 horas sob penicilina + gantrisina. 

Desde que não existe nenhuma razão para crer na superio

ridade de um dos tratamentos sôbre o outro, o prop~sito 

do experimento ~ optar por uma das três hip~teses; 

Ho ; Tf 1 = Tl 2 ; H2 : 1T 1 < n 2 

11 O processo sequencial foi conduzido com as espe-

cificações que se seguem: 

1) ..l 1 = ..l2 = 0,025 
, .'" . Desde que a base de experlenCl.as anteriores, o 

valor esperado de lT 1 era de 80 %, pensou-s e que, se o 

verdadeiro valor de p fôsse maior do que aqu~le corres

pondente ao par (n 1 = 0,80, fi 2 = 0,87) ou menor do 

que aquêle correspondente ao (11 1 = 0,80, 11 2 = 0,71), 

então, o teste deveria descobri-lo com probabilidade i

gual a 90 %. Com isso: 
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0,71 X 0,20 0,142 ~ 

2) P1 = = = 0,38 
0,71 X 0,20 + 0,80 X 0,29 0,374 

0,87 X 0,20 0,174 - 0,62 P2 = = = 
0,87 X 0,20 + 0,80 X 0,13 0,278 

~1 = (32 = 0,10 

Uma vez que estas quantidades satisfazem as con

dições (2:16), calculamos, de ac;rdo com (3:12), (3:13), 

(3:14) e (3:15), os valores de R1m, A1m, R2m' A2m, res

pectivamente: 

{ 
R

1m = 13,058 + 0,784 (m sm) 

A1m = 8,297 + 0,784 (m sm) 

{ ~ : 

16,659 + 1,276 (m - sm) 

A = 10,585 + .1,276 (m - s ) 
2m m 

" Esses dois pares de retas paralelas encontram-
, 

se projetados no grafico 10, onde o eixo das abscissas 

se refere a . (m - sm)' n~ero de pares favor~veis ~ ter-
, 

ramicina e o eixo das ordenadas se refere a sm' numero 

de pares favor~veis ~ penicilina + gantrisina. 

Os prematuros, pesando 1501 gramas ou mais, eram 

~parelhados ~ medida que chegavam ao hospital e um sor

teio casual decidia pelo tratamento a ser aplicado a ca

da um dos membros do par. A tabela a seguir mostra os 

resultados obtidos com os 49 pares admitidos no hospital, 

pela ordem de entrada. 
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Desprezando os paTes MM, SS (concordantes) e 
, 

projetando os pares MS e SM no grafico 10, ve-se que 

depois de 19 pares discordantes (42 pares ao todo) a ex

periência estaria terminada, com a aceitação da superio

ridade da terramicina. 

as 
c .... ..... .... 
() .... 
c 

'" a. 

+ 
as c .... 
(/)' .... 
'
+' c as 
rn 

100 

80 
Aceitação de H2 

~ Rim 
(/) 
·rl 

~ 60 
"" '-o 
> as 

4-

!jl 
'- 40 as 
a. 
OI 
-o 
o 
'
Q) 

E ," 
C 

E 

20 

(/) O 

Aceitação de H
1 

o 20 40 60 80 100 

m - sm = número de pares favoráveis à terramicina 

Figura 10 - Regiões de decisão para o testes seq~encial da razao de probabi-
lidades: H1 : TI1 >fI 2 ; Ho 11 1 := fí 2 ; H? : 11 1 < Íi2 
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;-----------,-----------.----------., 

Nº do par 

2 

3 

4 

5 
6 

7 

8 

9 

Tratamento 2 
Penicilina + 
Gantrisina 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 L __ --lII--_____ _ 

M 

S 

M 

M 

S 

M 

S 

S 

S 

M 

M 

S 

S 

M 

S 

S 

S 

S 

M 

M 

M 

S 

S 

S 

- continua -

Tra tamento 1 

Terramicina 

s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
s 
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t" - con lnuaçao -

Tratamento 2 Tratamento 1 
NQ do par Penicilina + 

Terramicina Gantrisina 

25 S S 

26 M S 

27 S S 

28 M S 

29 S s 
30 M S 

31 S M 

32 S S 

33 S S 

34 M S 

35 M S 

36 S S 

37 S S 

38 M S 

39 S S 

40 M S 

41 S S 

42 M S 

43 M S 

44 S S 

45 M M 

46 M M 

47 S S 

48 s S 

49 S S 

M - morreu S - sobreviveu 
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CAPíTULO IV 

COMPARAÇÃO DE UMA PROPORÇÃO DESCONHECIDA 

COM UM VALOR FIXO 

4.1 - Testes monocaudais 

Nesta secção incluem-se aspectos do problema que 

foram resolvidos de forma completa por Wald
13 (1945). Li_ 

mitar-nos-emos, pois. a apresentar sum~riamente os pontos 

essenciais, apenas para facilitar a compreensao da ma

t~ria original contida na secção seguinte. 

, , 
4.1.1 -.!: hipotese alternativa ~ -ª1 : R;:> ~o' 

, , 
Seja x uma variavel aleatoria capaz de assumir 

apenas dois valores: zero e um, zero correspondendo a 

um fracasso e um a um sucesso. Denotemos por p a pro

babilidade de x = 1 e por (1 -p) a probabilidade de 

x = o. 
Consideremos o teste seqilencial da razão de pro-

, 
babilidades para testar a hipotese de nulidade 

contra alternativa 

p = p o 

H1 : p P1 (P1 > po) 

para o qual ~ ~ a probabilidade de rejeitar Ho' quando 

verdadeira e ~ ~ a probabilidade de aceitar Ho' quando 

H1 e verdadeira. 

De acôrdo com a secção 1.3, êste teste 
, 
e con-
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duzido como segue. Em cada etapa m (m = 1, 2, 3 , .... ) 
, 

calculamos o numero de sucessos sm e o de fracassos 

(m - sm) e a quantidade 

se 

(4: 1) 
P1m 

~ A, 
Pom 

se 
P1m 

(4:2) B, 
Pom 

~ 

se 
P1m 

(4:3) B< -- < A, 
Pom 

m -s 
m 

aceita-se H1 ; 

toma-se uma observação 

adicional. 

Wald %3 (1945) mostrou que a probabilidade dêste 

processo terminar ~ igual a um. Seja n a etapa na. qual 

o processo termina e denotemos por (x1, x2 , •• 00 xn ) a 

amostra at~ então obtida. Logo, na m- ~sima observação: 

P1m 
B<p-- <A, 

em 
para m = 1, 2, •.. , n - 1 e na obser - . 

- " vaçao seguinte, isto e, na n-esima, temos 2 tipos pos-
, 

siveis de amostras, conduzindo a 

P1n -- >- A 
Pon ..... 

ou a 

, 
No primeiro caso, e claro que, dada uma amostra (x1,x

2
, 
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X \ a probabilidade de obtê-la ~ pelo menos A vê-c I) Q 'n J , 

zes maior sob H
1 

do que sob Ho. Isto é verdade para 

a totalidade de tôdas as amostras do primeiro tipo. Mas 

a medida desta probabilidade é a mesma que a da proba-
n • I t . bilidade de que o processo sequenc1a erm1ne com a a-

ceitação de H
1

" Esta probabilidade é igual a ,se 

Ho fôr verdadeira e (1 - (3), se H1 fôr ver dadeira . 

Portanto, 
ou 

(4:4) 

Argumento semelhante leva a estabelecer, para uma amos

tra do segundo tipo, a desigualdade 

(4:5 ) 

(4:6) 

(4:7) 

(3~ B (1 -"'-) 

(3 
B ;;?; -----'---

1 - o/.. 

ou 

Wald 21 (1945) demonstrou tamb~m que, o fazermos : 

A= 1 -{3 e 
oi. 

B = (2 -
1 -01.. 

não pode dar origem a qualquer aumento apreci~vel de o( 

ou p . 
As igualdades (4:6) e (4:7) permitem escrever 

(4:1), (4:2) e (4:3), respectivamente, como segue: 

(4:8) 



(4:9) 

(4:10) 

tem-se: 

s m 

Ou 

(4:11) 

(4: 12) 
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S m-s m 
(1 - P1) 

m 
P1 

~ 
(3 

1 -01. s m- sm 
Po 

m 
(1 - po) 

s m-s m 
(1 - P1) 

m 

---L P1 1 - (3 
<. <. 1-0( sm m-s cI.. 

Po (1 _ p) m 
o 

Tomando logaritmos de ambos os membros da (4:8), 

P1 log- + 
Po 

(m - sm) 

1 - (3 
log 01.. 

P1 
log -

Po 

1 - P1 log 
1 - Po 

+ (m - s ) m 

, 
(4:9) Analogamente, a pode 

(3 
log 1 -..l. 

sm~ + (m - sm) 
log 

P1 
Po 

1 -(3 
~ log oi. 

log 
1 - P o 

ser 

log P1 · 
Po 

escrita: 

1 - Po log 
1 - P1 

log 
P1 
Po 

Definindo, como anteriormente, 

u = 
1 1 -!3 

og tX 
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log 

1 - p o 
1 - P1 

P1 

Po 

log 

v = 

(3 
1 -cf.. 

log 

as (4: 11) e (4: 12) tornam-se, respectivamente: 

(4: 13) s ~ U + (m- s ) V m m 

(4: 14) sm ~ W + (m - sm) V 

Usando as desigualdades (4: .13) e (4: 14) o tes

te pode ser conduzido, agora, como segue. Para todo m 

(m = 1, 2,3, .•• ) calcula-se: 

(4:15) 

(4:16) 

l\n = U + (m - sm) V 

~ = W + (m - sm) V 

-

e 

e, quando pela primeira vez sm nao estiver compreen-

dido entre 1\n e Rw., termina-se o processo. Se sn?- Rm 

rejeita-se H e se s ~ A , aceita-se Ho. o m m 

Êste teste pode ser realizado gr~ficamente se 

proj etarmos o par de linhas paralelas dadas por (4: 15) 

e (4:16), medindo (m - s ) ao longo do eixo das a bscism 
sas e s no eixo das ordenadas, como mostra o gr~fico m 
11 • 

Os pontos (m - s ; s) sao proj etados a medida m m 
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que as observações são feitas eo experimento termina, 

quando, pela primeira vez, o ponto (m - s ; s) nao se m m 
localizar entre as referigas linhas. Se (m - sm; sm) es-

tiver s~bre ou acima de (4: 15), rejeita-se Ho; se ficar 

sôbre ou abaixo de (4: 16), aceita-se H . o 

6 
m 

Aceita9ão de H
1 

Continua9ão da 
experiência 

R 
m 

A , m 

Aceita9ão de H 
o 

o m - s 
m 

Figura 11 - Regiões de decisão para o teste seqBencial da razão de proba
bilidades Ho : p ~Po e H1 : p> Po 

- , ! funç~ caracteristica Qp.eracional do teste 

Seja L (Hi/p) a probabilidade de aceitar Hi 
, 

( i = O ou 1), quando p e o verdadeiro valor da propor-

ção de sucessos. (L ( Ho/p) ~ chamada a função carac

ter{stica operacional do teste. Segundo Wald 23 (1945), 

a expressão geral da função caracter{stica operacional 

para o caso da distribuição binomial foi demonstrada, 

pela primeira vez, por C .M. Stockman. Mais tarde, in

dependentemente de Stoc~an, M. Friedman e G.W. Brown, 
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individuallnente, chegaram a o mesmo resultado, o qual a

proximadamente ~ dado por: 

1 _ (3 ) h(p) 
( oi 

(4:17) 
( 1 - (3 )h(p) (3 h(p) 

04. - (--'---) . 
1 -o( 

onde h(p) ~ a solução não nula da equação 

P h(p) 1 - P1 h(p) 
(4:18) p (_1 ) + (1 - p) ( 1 - Po 

) = 1 
Po 

Se considerarmos em (4: 18) , h(p) = h e ti-

rarmos o valor de p, temos: 

p = ---------
(!1) h _ ( 1 - P1 ) h 

Po 1 - Po 

A amplitude de variação de h nas equações (4: 17) 

e (4: 19) ~ de - 00 a + 00. É f~cil provar que L (HjP) , 

dada pela (4:17), considerada como função de h, cresce 

monotônicamente c.om h. Tamb~m se verifica que p, da

do pela (4:19) ~ uma funç~o monotônicamente decrescen

te de h. Portanto, L (Ho/p) ~ uma função monotônica-

mente decrescente de p. 

Em correspondência a alguns valores de h ob

tem-se para p e L (Ho/P) : 
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h P L (Ho/P) 

+00 O 1 

1 Po 1 - o( 

1 - Po 1 -(3 log 
1 - P1 

log 
of.. 

O 
P1 1 - P1 log 1 -(3 I -.LI 

log oi.. + log 1 -o( log- -
Po 1 -p o 

-1 P1 f3 
- 00 1 O 

A figura 12 mostra o aspecto da funç,ão caracte

tistica operacional no caso presente. 

1 

p 

Figura 12 - Função caracterIstica operacional do teste : Ho: p ~Po con-
tra H1 : p ~ Po 

Da natureza monotônicamente decrescente de L (H
o 

/ p), 

segue que, para valores de p, menores do que Po ' 

L (Ho / p) > 1 - 0/.. Portanto, a probabilidade de r e

j eitar Ho' quando Ho ~ verdadeira, ~ menor do que o( • 

An~logamente, para valores de p maiores do que P1' 
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L (Ho / p) < (3 ~, portanto, a probabilidade de rej eitar 

H1' quando H1 ~ verdadeira, ~ menor do que f3 • 

Estas considerações justificam por que o teste 

seq~encial da razão de probabilidades para testar H : 
o , 

p = Po' contra a uni c a alternativa H1 : p = P1' pode 

ser usado para pôr em prova a hip~tese de nulidade: 

contra a alternativa: 
I 

H1 : P> Po 

.A. função nÚmero amostraI m~io do teste 

Como j~ foi dito antes, n, o nÚmero de obser-
~ 

vaçoes exigidas pelo teste, para que o experimento ter-
, , , 

mine, e uma variavel aleatoria e pode ela assumir os va-

lores 1, 2, 3, .••• , desde que dependa dos resultt;l.dos 

verificados nas observações. 

P "'1 1 dd ara uma regra sequencla , o va ar espera o e n 

depender~ da verdadeira proporção p. Denotemos por 
, 

E (n/p) o valor esperado de n, quandop e a verdadei-

ra proporção de sucessos. No caso presente da distri_ 

buição binomial, E (n/p) 

tra a figura 13. 
, 

, 
tem a forma tipica, como mos-

Esta curva e obtida projetando-se 

onde: 

(4:20) E (n/p) 

1-f3 
log-Z-



(4:21) 

na-se: 

(4: 20) : 
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Para p = O, L (Ho/O) = 1 .8 a (4: 20) torna-se: 

log -:--:......(3~ 
E (n/o) - __ 1_-_01.._ 

log 
1 - P1 

1 - Po 

Para p = Po' L (Ho/po) = 1 - o/.. 8 (4:20) tor-

log f3 
1 - oi. ------ "--

P1 
log-
. Po 

1 (3 1-{3 
og ~ log ~ 

P1 P1 
log .log P 

Po o 
=------------~----------------~ 

"W _ ..((W_U) = -_......:..-~_...:..--
P -(1_p)V o o 

, 
8 obtem-se, pela 

(3 + (1 -(3) log 1 -(3 
(31og 1 

E (n/P1) = 
-cf.. ~ 

P1 1 - PJ 
P1 log P + (1 - P1 ) log 1 

- P o o 
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E (n/p) 

Ho : p ~Po contra Figura 13 - Função núnero amostraI médio do teste 
H1 : p> Po 

1 - ~ _ jlog 1 ~.,( log 1 ;.~ I 

(4:23) 

= 

= 

log o(.. - fJ ---P-1------,.P,,-1-
log- log-

P1 + (1 - P1) 

u + ~ (w - U) 
P1 - ( 1 - P1) V 

po po 

1 - P1 
log 1 _ P 

O 

Para p = 1, L(Ho/1} = O e pela (4:20) vem: 

E (n/1) = 
log 1 - t> 

o( 

, , 
4.1.2 - A hipotese alternativa e: 

H1 : P <Po 
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o teste de 

contra a alternativa: 

com o( e ~ definidos, como anteriormente, pode ser fei-
, 

to em têrmos de q's, onde q = 1 - p, isto e, testando 

contra 

uma vez que p ~ Po implica em q ~ qo e p < Po Cor

responde a q > qoo 

Para a realização do teste ~ suficiente substi

tuir nas desigualdades (4:1), (4:2) e (4:3), p por q 
, 

e sm por m- smo Assim, na m-esima etapa , 

aceita se 
m-sm 

( 1 
sm 

q1 - q1) 
(4: 25) 

m- sm sm 
qo (1 - q ) o 

, 
Ho sera aceita se 

(4:26) 

observação 
, 

e uma nova sera feita se 

m-sm 
( 1 t:> q1 - q1) 

(4:27) < m- sm 
1 _o( 

qo (1 - qo) 

s 

1 - ~ 
~ o/.. 

{3 
~---

1 - o( 

m 
1 

sm ~ 

, 
H1 sera 

- ~ 
o(., 
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onde q1 > qo· Tomando logaritmos de ambos os membros 

da (4;25), vem: 

(4:28) 

-(3 1 
log 

cf.. 
sm~ 1 - q1 

log 1 - qo 

1 
desde que log 

1 

+ (m - s ) m 

- q1 
~O 

- qo 

log 1 - j3 
01.. 

q 
log~ 

q1 

1 - q1 
log 

1 - qo 

ou 

A~logamente, tomando Ioga ri tmos de ambos os mem

bros da (4:26), resulta: 

(3 qo 
Iog Iog-

1 -01.. q1 
(4:29) sm~ 1 

+ (m - s ) 
- q1 m 1 - q1 

log 
1 - qo 

log 1 - qo 

De acôrdo com as definições de U, V e W (4:28) e (4:29) 

tornam-se, respectivamente: 

(4:30) 

(4:31) 

sm ~ U + (m - sm) V 

sm ~ W + (m - sm) V 

Assim, para todo mcaIcula-se R e A dados, m m 
respectivamente, por (4:15) e (4:16). Quando, pelapri-

meira vez, sm não estiver compreendido entre ~ e ~, 

o processo ser~ terminado: 

se 
se 

Sm":::::: R , - m 
rejeita-se 

aceita-se 

H • 
o' 
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A função caracteristica operacional do teste ~ 

dada por (4: 17) onde q ~ dado por (4: 19), ap~s subs

ti tuir naquela expressão todos os p' s por q' s • 

Do que foi dito antes, segue-se que L (Hjq) e 

uma função monotônicamente decrescente de q e, conse-
n " quentemente, cresce monotonicamente com p. 

L (H /p) 
o 

1 --------------- -- - .... ------

1 - o( 

1 p 

Figura 14 - Função característica operacional do teste: H : p~ p contra 
o o 

H1 : P<Po 

Em têrmos de p'S alguns valores de L(Ho/p) são 

L (Ho/ 1) = 1 

L (HjO) = O 

L (Ho/Po) = 
L (Ho/P1) = 

Ainda em têrmos de p'S, 

(4:20) onde, agora, P1 < po· 

Alguns valores de E (n/p) 

1 - .L 

(3 

E (n/p) 

-sao : 

, 
e dada pela 
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log 
1 -(3 

(4:32) E (n/o) = ..t.. 
1 - P 

log . 1 
1 - P o 

log (3 
(4:33) E (n/1) = 1 - oi. 

log P1 
Po 

(1 -co{) log ~ 1 - (3 
(4:34) E (n/p ) 

+ lQg 
= -ai... o<. 

o P1 1 - P1 
= 

P o log - + (1 - P ) log 
Po o 1 - P o 

= W ~(W - u) 
P - (1-p )v o o 

{3 .1-f3 

(4:35) E (n/P1) = 
f3 log 1 -o{ + (1 - (3) log-;Z-

= 
P1 1 - P1 

P
1 

log-+ (1 - P ) log 
1 - P Po 1 o 

U + (3(W-U) 
= P1 - (1 - P1) V 

4.2 - Q problema da.s três decisões ~ testes bi-

caudais. 

4.2..1 - Suponhamos que quis~ssemos optar por uma 
A , , 

das tres possiveis hipoteses: 

H : P = P o o 

Êste problema ocorre, quando, na eventualidade 

à.e r ejeitarmos 11
0

, temos inter~sse em especificar a di

l'e~ão, na Ciual 1? à.Uere d.e po· Se o nossO inter~sse, 



- 108 -

entretanto, res iàir em a cei tar H ou rej ei t~-la sem , o 
neste caso, especificar se p 

, 
e menor ou maior do que 

Po' entao, a questão consistir~ em testár uma hip~tese 

contra alternativas bicaudais . . Considerando que, na ma

ioria das aplicações pr~ticas, e importante decidir en

tre as duas alternativas p> Po e P < Po' isto~, to

mar uma das tr~s decisões e, considerando que a solução 

dêste problema pode ser usada tamb~m para dar uma res

posta ao das alternativas bicaudais, discutiremos, em 

primeiro lugar, o problema das três decisões. Êste pro

blema ~ a~logo tanto ~quele tratado por Armitage 2 (1947), 

num trabalho referente ao caso de Student como a um caso 

especial do trabalho apresentado por Wald e Sobel'9 (1949), 

no qual consideram a m~dia de uma distribuição normal, 

com vari~ncia conhecida. O caso geral tratado por Wald 

e Sobel servir~ de modêlo, na solução do problema cons-
, 

tante da proxima secçao. 

Seguindo Armitage 2(1947), combinaremos os dois 

testes monocaudais da razão de probabilidades, utiliza

dos para p;r em prova Ho contra H1 e Ho contra H2' 

da maneira como passaremos a descrever. 

Sej a T 1 o teste seq~encial da razão de proba

bilidades para testar a hip~tese de nulidade 

H P = Po o 

contra a alternativa H1 p = P1 

(P1 < po) 
, 

onde P1 e escolhido de tal magnitude que se 

p.c::::: Po mas p> P1' não haja inconveniente na aceita-
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çao de Ho ou de Hr Sejam : 

Probo 
T1 

{ rej eitar Ho' quando p = Po 1 = 1 

Probo T1 
{ aceitar Ho' quando p P1} ~ {31 

De acôrdo - , 
com a secçao 4: 1, T

1 
terminara na 

, 
m - esima etapa se 

1 - f3 1 1 - P 
log log o 

~1 1 - P1 
(4:36) sm~ + (m - sm) 

P1 P1 log- log 
Po Po 

ou se 

(31 1 - P 
log log 

o 
1 - P1 (4:37) sm~ 

1 -.,(:1 + (m - sm) 
P1 P1 

log - log -
Po Po 

, 
No primeiro caso, H o sera rejeitada e, no segundo, se-

, 
ra aceita. 

Seja T2 o teste seqHencial da razão de proba

bilidades para testar a hip~tese de nulidade: 

Ho P = Po 

contra a alternativa H2 P = P2 

onde P2 (p2> po) e escolhido de tal magnitude que, se 

p> Po' mas 

tação de Ho 

Sejam : 
Probo 

-P .c.. P2' 000 haja inconveniente na acei-

ou de H2• 

T
2 

{rej eitar H ,quando P = P } = cf.. o o 2 
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Probo T 
2 

{ aceitar Ho' quando p ~ P2} ~ [32 

, , , 
O termino de T2 se dara na m- esima etapa se: 

(32 1 - P 
log log o 

1 -.,(2 1 - P2 
sm~ + (m - s ) 

P2 P2 m 
log 

Po 
log 

Po 

(4:38) 

(4:39) 

1 -(32 1 - P 
log log 

o 
0(2 1 - P2 

sm~ + (m - sm) 
P2 P2 

log 
Po 

log 
Po 

ou se 

, 
No primeiro caso, Ho sera aceita e, no segundo, rejei-

tada. 

Isto pôsto, imaginemos conduzir T 1 e T 2' simul

tâneamente, isto ~, tomar as observações seqJencialmen

te e realizar, em cada etapa, T1 e T2 . Se T1 (T2 ) a

tingir, em primeiro lugar, uma das decisões que condu

zam ao t~rmino do processo seq~encial, interrompemos 

T1 (T2 ) e continuamos T2 (T
1

) at~ que, em T2 (T
1
), se 

atinja uma decisão final. 

Assim, o procedimento termina quando T
1 

e T2 ti

verem terminado. No fim do processo, as decisões atin

gidas por T1 e por T2 , respectivamente, darão lugar a 

um par de decisões. Os valores posslveis dêste par são 

Os seguintes: 
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, 
Possiveis T

1 
T2 decisões 

r Aceitar Ho Aceitar Ho 
II Aceitar H1 Aceitar Ho 
lIr Aceitar Ho Aceitar H2 
IV Aceitar H1 Aceitar H2 

Sob as condições: 
1 - Po 1 - Po 

log 1 - P2 
log 1 - P1 (4:40) > 

log P2 
log ~ 

Po Po-

1 - (32 1 -..(1 
log 

..(2 
log 

(31 
(4:41) > 

P2 Po 
log log --

Po P1 

(32 log 
.,[1 

log 1 -.,(2 1 - (31 
(4:42) > 

log 
P2 

log 
Po 
--

Po P1 
, , 
e facil verificar: 

( *) ~ interessante notar que se 

o( 1 = 0(2 = ..c' e P1 = P2 = p' , 

então, (4:41) e (4:42) são as mesmas e serão certamente satisfeitas para 
c( I ~ ~ I. Por exemplo, '" I = (!I' /2 é uma escolha possível e conduz a 

um processo para o qual 

o( = ~ + "'2 = ~ I 
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1º ) então, 
, , 

se T2 aceitar H2' T1 tera ja a-

ceitado Ho; 

22 ) então, 
, , 

se T1 aceitar H1' T2 tera ja a-

ceitado Ho· 
, 

De fato, suponhamos que T2 aceite H2 na m-e-

sima (m = 1, 2,3, •••. ) etapa. Isto quer dizer que: 

1 - /3 2 1 - P 
log log o 

0(2 1 - P2 
(4:43) sm~ + (m - sm) 

log 
P2 

log 
P2 

Po Po 

Pela (4:40) e (4:41) segue: 

1 - ~2 1 - P 
log log o 

ol2 1 - P2 
(4:44) + (m - sm) > 

log 
P2 log P2 
Po Po 

1 - 0<:1 1 - Po 
log 

~1 
log 1 - P1 > + (m - sm) 

Po P1 
log log --

P1 Po 
"-

, 
(4:43) Este resultado, combinado a permite es-

crever: 
1 -"'::1 1 - P 

log log Q 

(31 1 - P1 (4:45) sm> + (m - sm) 
Po P1 log - log -
P1 Po 

, , 
o que nos diz que T1 tera ja aceitado H . o 
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Am.logamente, suponhamos, agora, que T
1 

aceite 
, , 

H1 na m-esima etapa, isto e, 

(4:46) 

1 - ~ 1 
log---

0(,1 
sm ~ ---P-1--

log
Po 

+ (m - s ) 
m 

1 - P 
log o 

1 - P1 

Pela (4:40) e (4:42) podemos escrever: 

(4:47) 

~2 
log 1 

+ (m - s ) m 

- 0(2 
< ----- + (m - s ) 

P2 m 
log--

Po 

1 - Po 
log ---

1 - P1 

P 
log _1 

Po 

1 - Po 
log 1 

- P2 

log P2 
Po 

resultado que, combinado à (4:42), leva a: 

~2 1 - Po 
log 1 - 0(2 

log 
1 - P2 

(4:48) sm< + (m - sm) 
P2 P2 log - log -
Po Po 

, , , 
isto e, T2 tera ja aceitado Ho' 

< 

Êstes dois argumentos levam ~ conclusão de que 

H1 e H2 não podem ser aceitas simultâneamente. Conse-
11 - -, 

quentemente, sob as c ondiçoes impostas, a decisao IV e 

impossivel, isto ~, o par (T1, T2) s~ poder~ terminar 

com uma das três primeiras decisões. 
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No que se segue suporemos satisfeitas (4 :40) , 

(4:41) e (4:42). 

o processo seq~encial combinado, quedenotare-
, 

mos por T, e definido como segue. T1 e T2 são conti-

nuados, at~ que um dos três conjuntos de desigualdades 

seja satis.feito~ 

1 - f-l1 1 - P 
log log 

o 
0(1 1 - P1 

(4:49) sm ~ + (m - s ) 
P1 P1 m 

log- log-
Po Po 

~1 1 - P 
log o 

log 1 - 0(1 1 - P1 
sm~ + (m -s ) 

P1 m P1 
log- log -

Po Po 

(4: 50) ~2 1 - Po 
log 1 

- "'2 
log 

1 - P2 
sm~ + (m - s ) 

P2 m P2 
log - log --

Po Po 

1 - ~2 1 - Po 
log 

0<2 
log 

1 - P2 (4:51) sm~ + (m -sm) 
P2 P2 log-- log-
Po Po 

No primeiro caso, isto ~, se a (4:49) fôr satisfeita, a-

ceita-se H1, no segundo caso aceita-se 

ceiro, aceita-se H2 , 

H e, no tero 

O processo T pode ser conduzido gr~ficamente, 
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, 
construindo-:-se, separadamente, dois graficos, um para 

T 1 e outro para T 2' ou colocando-se numa s~ figura os 

gr~ficos correspondentes a T1 e a T2• Adotando-se ês-
, 

te ultimo proceder, mede-se (m - sm) ao longo do eixo 

das abscissas e s ao longo do eixo das or.o.enadas e m 
projetam-se os dois pares de retas paralelas correspon-

dentes a T1 e T2, como mostra a figura 15. Uma deci

são final ~ alcançada quando, pela primeira vez, um pon-. 

to estiver em uma das três regiões de aceitação (zonas 

chuleadas) acrescentando-se que H ser~ aceita tamb~m, o , 
se a traj etoria, descri ta pelo ponto, cruzar· am bas as 

linhas QM e PN. 

s 
m 

o 

Figura 15 

Continuação da 
experiência 

m - s m 

- Regiões de decisão para o processo seq~encial da razão de proba
bilidades: 111 p < Poi 11

0
: P = Poi 112 : p> po" 

"t 3 " n ATIJll. age propos, em 1950, um processo sequen-

cial,ligeiramente diferente, para um problema k-dimen-
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sional. No caso particular do problema das tr~s deci

sões, relativo ~ binomial, seu processo, que designare

mos por T', se reduz ~ consideração de apenas dois pa

res de retas paralelas, como mostra a figura 16. 

s 
m 

Continuação da 
experiência 

Continuação da 
experiência 

o m - s 

Figura 16 - Regiões de decisão para o processo T' 

m 

A diferença entre T' e o T acima descri to e 

que, em T', Ho ser~ aceita se e s~mente se um ponto 

ficar na região de aceitação de Ho (isto ~, nao se le

va em conta o cruzamento das duas linhas, como em T). 

Armi tage, a principio, pensou que T' e T fôssem os mes

mos, mas, num trabalho posterior 4 (1954), reconheceu seu 
" , engano e, ao que parece, ele proprio abandonou TI. 

Vejamos, a seguir, as propriedades do processo 

T: 
1) T tem probabilidade igual a um de terminar 

em uma etapa finita. 
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Isto decorre do fato de que Ti e T 2 terminam 

em uma etapa finita com probabilidade i~l a um. 

2) A função caracteristica operacional de.1.. 

Seja L(R./p, T) a probabilidade de aceitar Ri' 
1 , 

quando p ~ a verdadeira proporção de sucessos e T e o 

" . I d processo sequenc1a emprega o. 
, 

Designaremos por Rp' a hipotese p = p .• Con-
I 1 

siderando que, como j~ foi salientado anteriormente, Ri 

ser~ aceita se e somente se ela fôr aceita em Ti' então: 

(4:52) 

(4:53) 

(4:54) 

L (R1/P, T) = L (R
Pi

/P, Ti) 

Aoologamente: 

L (R2/P, T) = L (R
P2

/P, T2) 

Da propriedade 1) segue: 

Desde que 

e uma vez que L (Rp /p, Ti) ~ uma função monot;nicamen-
o _ ) 

te crescente de p (secçao 4.1.2) segue que L (Rp/P, Ti 

decresce monotônicament e com p. Alguns valores parti-

culares de L (R1/p, Ti) 

(4:55) 

-sao: 

L (Ri / O, T) = 1 

L (Ri /1, T) = O 

L (Ri /po' T) = .,li 
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(4:55) 1 - ~1 

A~logamente, desde que: 

e uma vez que L (Hpo / p, T
2

) ~ uma função monotônica

mente decrescente de p (secção 4.1.1), segue que .•..• 

L (H
P2

/P, T2) cresce monotônicamente com p. Alguns 

valores de L (~ / p, T2 ) são: 
2 

L (H2 /O, T) 
== ° 

L (H2 / 1, T) == 1 
(4:56) 

L (H2 /po' T) == 01... 2 

L (H2/P1 ' T) <: cl... 2 
L (H2/P2' r) == 1 - A 

'2 

Das (4:54), (4:55) e (4:56) segue, para L(H /p, T): 
o 

(4: 57) 

L (Ho / 0', T) == O' 

L (Ho /1, T) == O' 

L (Ho/Po' T) == 1 - (<Xi + ..(2) 

L (Ho/P1' T) < (31 a qual subsiste para 

todo p < P1 

L (Ho/P2' T) <~2 a qual subsiste para 

todo P'> P2 

Estamos, agora, em posição de sumariar as proba

bilidades de decisões erradas associadas a T. são as 
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seguintes: 

1 ) Prob (aceitar H , quando p ~ P1)~ (31 o 

2) Prob (aceitar Ho' quando p ~ P2)~ (32 

3) Prob (aceitar H1 ' 
quando P = P ) o = 0(1 

4) Prob (aceitar H1' quando p ~ P2) < ~1 

5) Prob (aceitar H2' quando p = p ) ~ 01.. 
o - 2 

6) Prob (aceitar H2' quando p ~ P1 ) L. o/. 2 

"" residisse apenas em aceitar Se o nosso interesse 

ou rejeitar Ho' sem nenhuma preocupação em optar espe

cificamente por H1 ou H2' no caso de Ho ser rej ei-
, , 

tada, então as probabilidades associadas as possiveis 

decisões erradas seriam: 

1 ) 

2) 

Prob (aceitar Ho' quando falsa) = 
= { Prob (aceitar Ho' quaooo p ~ P1) ~ (31 

Prob (aceitar Ho' quando p ~ P2) ~ (32 

Prob (rejeitar H , quando verdadeira) = o 

= Prob (aceitar H1' quando p = po) + 

+ Prob (ac ei tar H2' quando p = p ) = o 

= ~1 +oL 2 

Como vemos, assim procedendo, nao corremos o ris

co de tomar as decisões erradas, cuj a s probabilidades 

são dadas por 4) e 6). Entretanto, desde que as refe

ridas probabilidades sejam muito pequenas e, uma vez que 
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, 
o teste bicaudal e confeccionado da mesma maneira que T, 
- - -nao vemos razao por que nao aproveitar as vantagens do 

problema das três decisões. 

J) Limites para.2: função numero amostralm~dio 

d 11 • I T ~ processo seguencla __ o 

Tentaremos estabelecer, em primeiro lugar, limi

tes inferiores para o n~ero amostraI m~dio. Para tan

to, denotemos por E (n I p, T) o valor esperado de n, 

quando a verdadeira proporção de sucessos ~ p e T ~ 
11 • I d P o processo sequencla usa o. ara p< Po' 

probabilidade de que T
2 

termine em primeiro 
, 

portanto, de que o termino de T dependa de 

tas condições, poderemos dizer que: 

(4:58) 

h~ grande 

luga.r e, 

T1• Nes-

o que significa que E (nl p, T1) pode ser usado como 

um limite inferior para E (n I p, T), o qual constitui

r~ boa aproximação quando p < Po e tanto melhor quan

to mais p se afa.star de Po' no sentido indicado. 

A~logamente, para P'> Po' ~ grande a proba

bilidade de que T 1 termine em primeiro lugar e, con-
n ' ~ 

sequentemente, de que o termino de T fique na dependen-

cia de T 2' isto ~, de que 

(4: 59) 

Podemos dizer, então, que para p > Po' E(n/p,T2 ) cons

titui um limite inferior para E (n/ p, T) e ser~ tanto 
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mais proximo de E (n/p, T) quanto mais p se afastar de 

Po' no sentido indicado. 

Os resultados supra podem ser combinados como 

segue: 

(4:60) E (n/p, T) ~ Max. [E (n/p, T
1

), E {n/p, T2)] 

onde, pela (4:20): 

E (nlp, T
2

) ;; 

L (H / p, T
2

) log 1 (3 ~ + 
po -~2 

P2 1 - P2 
p log - + (1 - p) log -:1-~ 

Po - Po 

Conquanto (4:60) d~ um limite inferior para E (n/p,T) ,- , , , 
em todo o campo de variaçao de p, e obvio, do proprio 

argumento usado para a obtenção dêste limite, que ~le 
estar~ tanto mais pr~ximo do verdadeiro valor E (n/p, T) , 

quanto mais p se afastar de po. 

A fim de estabelecermos os limites superiores 

para E (n/p, T), vamos, seguindo Wald e Sobel (1949), 

recorrer ao artif:Ício que consiste em introduzir um pro-

" ' cesso sequencial que denotaremos por T2 e que envolve 

a seguinte estipulação: continue_se a tomar observações, 

at~ que H2 seja aceita. 
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Mostraremos que T~ nunca terminar~ antes de T . 

Para tanto, consideraremos os seguintes casos: 

a) T2 termina na m-~sima etapa com a aceitação 

Pelo que foi demonstrado anteriormente, se T2 , 
termina na m-esima etapa pela aceitação de H

2
, então, 

, , 
com a aceitação de T1 ja tera terminado H . Com isto, o , , , 

T estara terminado, tambem, na m-esima etapa. Por sua 

vez, T; terminar~ na m-~sima etapa, uma vez que H2 ~ 
aceita por T

2 
naquela etapa. 

Estas considerações nos permitem escrever: 

(4:63) 
1 

E (n/p, T2 ) = E (n/p, T) 

b) T 2 termina na m-~sima etapa com a ac eitação 
, , 

de Ho e T 1 termina tambem na m-esima etapa com a a-

ceitação de Ho' isto ~ 

~1 1 - P 
log log o 

1 -~1 1 - P1 
(4:64) sm~ + (m - s ) 

P1 m P1 
log 

Po 
log 

Po 

Portanto, T terminar~ na m-~sima etapa. Uma ve z que 
1 ' , ,., 

T 2 tera a inda que continuar, e claro que, em casos des-

te tipo: 

(4:65) E (n/p, T~) > E (n/p, T) 

c) T2 termina na m-~sima etapa com a aceitação 

de Ho e T1 termina tamb~m na m-~sima etapa, com a a-
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, 
cei tação de H1' isto e: 

(4:66) 

1 - (31 
log--,-_ 

0(1 
sm ~ ----:::P=-i-- + (m - sm) 

log --
Po 

1 - p o 
log--~ 

1 - P1 

Nestas condições, T terminar~ na m-~sima etapa. 

T ~ , pela sua pr~pria estipulação, ter~ ainda de conti

nuar e, portanto: 

(4:67) E (n/p, T~) > E (n/p, T) 

d) T2 termina na m-~sima etapa com a aceitação 

de Ho e Ti est~ ainda em prosseguimento, isto ~: 

1 - (31 1 - Po 
log 

"'i 
log 

1 - P1 
(4:68) + (m -s ) < 

P1 m Pi 
log - log --

Po Po 

(31 1 - P 
log o 

1 - ~1 
log 1 

+ (m - s ) 
- P1 

<:::. sm< 
P1 m P1 

log -- log -
Po Po 

Seja m
1 

(com m
1 

> m) a etapa na qual T~ estar~ ter-
, 

minado, isto e, aquela em que se aceita H2' ou seja: 

1 - (32 1 - Po 
log 

"'2 
log 

1 - P2 (4:69) s m1~ + (m - s ) 
P2 m P2 

log 
Po 

log 
Po 
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, 
Mas, conforme ja foi demonstrado anteriormente: 

1 - (32 1 - P 
log log 

o 
...1.. 2 1 - P2 

+ (m1 - s ) 
P2 m

1 P2 
> 

log -- log --
Po Po 

1 - 0(1 1 - P 
log log o 

[11 1 - P1 
(4: 70) > + (m1 - s ) 

Po m
1 P1 

log -- log -_ 
P1 Po 

e, portanto, a (4:69) resulta: 

(4: 71) 

, - -
que nada mais e do que a condiçao de aceitaçao de Ho em 

A I' 
T1. Este resultado mostra que, se T2 termina na m1-e-

, 
sima etapa, T1 terminara naquela etapa ou antes. Por-

tanto: 

(4: 72) E (n/p, T~) ~ E (n/p, T) 

, I, 

Esta, portanto, demonstrado que T2 nunca terminara an-

tes de T. 

Os resultados (4:63), (4:65), (4:67) e (4: 72) 

permitem, finalmente, escrever: 

(4: 73) E (n/p, T) ~ E (n/p, T~) 

a qual fornece um limite superior para E (n/p, T). 
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, 
A (4:20) permite escrever para T2 : 

(4:74) E (n/p, T~) -

P 

e pela (4:73) segue: 

(4:75) E (n/p, T) ~ 

1 - (32 
log 

of.. 2 

P2 
log- + (1 - p) log 

Po 

1 - (32 
log---

0(2 

1 - P2 
1 - P o 

, A , 

E claro que este limite superior sera tanto mais 

pr~ximo do verdadeiro valor de E (n/p, T) quanto maior 

a probabilidade de se aceitar H2 . De maneira totalmen-
, A 

te analoga demonstra-se que, se for introduzido o proce-

dimento seq~encial T~ com a estipulação: continue-se 

a tomar obsel'vações, at~ que se aceite H1' então, T1' 

nunca terminar~ antes de T, isto ~, 

(4: 76) E (n/ p, T) ~ E (n/ p, T ~ ) 

A " Este limite superior sera tanto mais proximo do 

verdadeiro valor de E (n/p, T) quanto maior a proba

bilidade de se aceitar H1' 

Pela (4:20) segue: 

log 
1 - (31 

(4:77) E (n/p, T~) - ~1 
= 

P1 1 - P1 
P log-+ (1 - p) log 

1 - Po Po 
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e, pela (4:76): 

(4:78) E (n/p, T) ~ 

1 - /31 
log---

0(1 

P1 1 - P1 
P log-+ (1 -p) log-1-~ 

Po - Po 

4.2.2 (*) C 'd bl' - onsJ. eremos, agora, um pro ema maJ.s 

geral, no qual se deseja optar por uma das três hip~te-

ses: 

, , 
com P1 < P2 • 

p> p' 
2 

Seguindo Wald e Sobel 19 (1949), suponhamos que 

exista tal intervalo (P1' Po1)' em tôrno de P1' que, 

para valores de p neste intervalo, seja indiferente a

ceitar H1 ou Ho' mas muito desej~vel rejeitar H2 . 

An~logamente, suponhamos que em tôrno de P~ exista tal 

intervalo (Po2' P2) tal que, para valores de p, neste 

intervalo, seja indiferente aceitar Ho ou H2 e, alta-

mente desej~vel rejeitar 

que se aceite H1' para 

e, finalmente, para p~ 

, , 
H1 0 E desejavel para p~ P1' 

Po1~P~Po2' que se aceite Ho 

que se aceite H2 . 

Nestas consiçoes serão consideradas decisões er-

radas: 

1) para p ~ P1' a aceitação de Ho ou H2 

2) para P1<P<Po1' a aceitação de H2 

(*) Somente depois de concluída esta secção é que tivemos conhecimento 
do trabalho de J, De Boer 11 (1953) " que, até certo ponto, trata também dês
te problema. 
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3) para p o 1 ~ P ~ P 02' a aceitação de H
1 

ou H
2 

4) p~a P02 < P < P2' a aceitação de H1 

5) para p ~ P2' a aceitação de H1 ou H . o 

Seja T1 o teste seqt'lencial da razão de proba

bilidades para testar a hi~tese de nulidade 

contra a alternativa H
1 e sejam: 

Prob T 1 (rejeitar H01' quandop = Po1) = .,(,1 

Prob T 1 (aceitar H01' quando p < P1 ) ~ (31 

As condições de rej eição e aceitação de Ho1 são 
, 

dadas, respectivamente, por (4:36) e (4:37), onde Po e 

substituído por Po1. 

" -Seja T 2 o teste sequencial da razao de proba-

bilidades para testar a hip~tese de nulidade: 

Ho2 P = Po2 

contra a alternativa H2 p = P2 e sejam: 

Prob T
2 

(rej eitar H02' quando p = P02) = ot.. 2 

Prob T
2 

(aceitar H02' quando p ~ P2)~ (32 

As condições de aceitação e de rej eição de Ho2 -sao dadas, respectivamente, por (4:38) e (4:39), onde 
, , 

Po e substituido por Po2. 

Como anteriormente, o procedimento usado para 

decidir entre Ho' H1 e H2 e que denotaremos por T con-
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, 
s iste em conduzir T 1 e T 2 .concomi tant6llente, isto e , 

as observações são tomadas seq-llencia:unente e, em cada e

tapa, computados T1 e T2 • Se T1(T
2

) levam primeiro 

a uma decisão fil'!al, interrompemos T1(T2)e continua

mos T2(T1) at~ que êle leve a uma decisão final. Em 

outras palavras, T acaba quando T1 e T2 tiverem ter

minado. No t~rmino de T as seguintes dtacisões são pos-
, 

siveis: 

Decisões T1 
T

2 , 
possiveis 

I Aceitar H1 Aceitar Ho2 

II Aceitar Ho1 Aceitar Ho2 

In Aceitar Ho1 Aceitar H2 

IV Aceitar H1 Aceitar H
2 

, , 
Como ant.f3riormente, e facil demonstrar que sob 

as condições: 

(4:79) 

(4:80) 

1 - (32 
log-·-

o{2 

Po2 log _ .... -
Po 

> 

1 - Po1 
log 1 - P1 

P1 
log--

Po1 

1 - oi. 
log 1 

[31 



log 1 - ~2 

Po2 
log-. p 

O 
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~1 
log---

1 - (31 

a decisão IV ~ impossÍvel. 

Assim sendo, T pode ser definido como segue: - ~ 
ambos os testes T 1 e T 2sao continuados ate que um dos 

conjuntos de desigualdades seja satisfeito: 

(4:82) 

log 
1 - (31 1 - Poj 

0<:1 
log 1 

+ (m -s ) 
- P1 

sm~ 
P1 m P1 

log -- log--
Po1 Po1 

log (31 1 - P01 
log 1 

1 - ~1 
+ (m - s ) 

- P1 
sm~ 

P1 m P1 
log-- log - . -

P01 Po1 
(4:83) 

/32 1 - Po2 log log 
1 -.,{2 1 - P2 

sm~ + (m - s ) 
P2 m P2 

log-- log--
P02 Po2 

(4:84) 

1 - (32 1 - Po2 
log 

.,(2 
log 

1 - P2 
sm~ + (m - sm) 

P2 P2 
log-- log --

Po2 Po2 

Se a (4:82) fôr satisfeita, aceita-se H1' se a (4:83), 
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aceita-se Ho e se a (4:84), aceita-se H2 · 

Á 

Graficamente T pode ser conduzido usando a fi-

gura 15. 

Vejamos, a seguir, as propriedades do processo 

T. 
1) T tem probabilidade igual a 1 de terminar - , 

em uma etapa finita, pelas razoes ja apontadas. 

2) .!.. função característica operacional de T. 

Seja L (p/T) a probabilidade de uma decisão 
, -, 

correta, quando pe a verdadeira proporçao e T e o pro-

" -cesso sequencial em questao. 

Desde que ,para p ~ P1' uma decisão correta con

sista em aceitar H1' então: 

(4:85) L (p/T) = L (H1/P, T), para p ~ P1. 

Para P1 < P < P01' uma decisão correta consiste .em a

cei tar Ho ou H1' portanto: 

Para Po1 ~ p ~ P02' uma decisão correta ~ a que consis-

te em aceitar Ho' logo, podemos escrever: 

(4:87) L (p/T) = L (H /p, T) o 

Para Po2< P < P2' uma decisão correta consiste em a

cei tar Ho ou H2' portanto, 

(4:88) 
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Finalmente, para p ~ P2' a decisão correta ~ a que con

sist.e em aceitar H2' logo 

(4:89) 

Tendo presentes (4:52), (4:53), (4:54), (4:55), (4:56) 

e (4:57), podemos escrever: 

(4:91) L (p/T) 

~ 1 - (31' para p ~ P1 

= 1 - L (H
2
/p, T) = L (H /p, T

2
) ~ 

P02 

1 - .(2' para P1'<p < P0 1 

(4:92) L (p/T) :: 1 - L (H1/p, T) - L (H2/p, T) :: 

:: L (Hp /p, T
1 

) + L (Hp /p, T
2

) - 1 = 
01 02 

= L (H /p, T) :: 
o 

= L (Holp, T1) LCH02/p, T2 ) ~ 

~ (1 -.,(1) (1-~2)' 

(4:93) L (p/T) = 1 - L (H/P, T) = L(Hp /p, T1 ) ~ 
01 

(4:94) 

~ 1 - "'1' para P02 < P < P2 

L (p/T) = L (H
p2

/P, T2 ) :: 1 - L (H
p02

/P, T2 ) ~ 

~ 1 - (32' para p;?: P2 . 

* 
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3) 1~~te~ para..§.. função n~ero amostral m~d~q 

d 11 • 1 T o processÇ? .ê~quencla _ 

Como anteriormente, um limite inferior para 

E (n/p, T) 
, 
e dado por 

(4:95) E (n/p, T)~ Max [ E (n/p, T1), E (n/p, T2 ) ] ' 

onde pela (4:20) 

(4:97) 

Vale aqui a mesma observação feita na secção 4.2.1, isto 

~, conquanto a (4:95) dê um limite inferior para 

E (n/p, T), 

em todo o campo de variação de p, êste limi te ser~ mais 
, . 

prox1IDo para p < Po1 e p > Po2 do que para Po1~P~ 

~ Po2. Os limites superiores para E (n/p, T) são da-

dos por: 
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1 - (31 
log--~ 

.,(1 
E (n/p, T)~--------------~--~---

P1 1 - P1 
P log -+ (1 -p) log -_....:.. 

Po1 1 - Po1 
e 

1 - (32 
log--"":='" 

01. 2 
E (n/p, T) ~ -------------:.....-------,-----

P2 1 - P2 
P log ---+ (1 - p) log 1 

Po2 - Po2 

para p ~ P2" 

No ca so particular de .,(1 = 0(2 = o<.. e (31 

= (32 = (3 e P2 Po1 
log--...( log--

Po2 P1 

~ f~cil ver que a (4:98) ~ menor do que a (4:99) e, por-

tanto, podemos dizer que 

1 - (3 
log-~ 

(4: 100) E (n/p, T) ~ ______ oL...:......-_--:-__ 
P1 1 - P1 

P log - + (1 - p) log 1 
Po1 - Po1 

* 





CAPíTULO V 

COMPARAÇÃO DE PROPORÇÕES DE DUAS 

AMOSTRAS INDEPENDENTES 

Sejam dois universos dicot~micos Ui' i = 1, 2, 

e TT. a probabilidade de que uma observação, tomada ao 
1 

acaso de Ui' seja um sucesso. Denotemos por 1 um su-

cesso e por O um fracasso e tomemos, independentemente 

de cada universo, uma observação. Tal par de observa

ções pode apresentar os seguintes resultados possíveis: 

Observação proveniente 
de 

Probabilidade 
U2 U1 

1 1 lh '01 
O 1 Tf

2
(1-Tr

1
) 

1 O (1-Tr2 )rr
1 

O O (1 -'iT2 ) (1- 'il) 

, 
ou, colocando os possiveis resultados numa tabela de 2 X 2 

teremos o que est~ representado no quadro a seguir. 

Admitamos que as probabilidades 11'1 e Tf2 são des

conhecidas e consideremos o problema de decidir, à base 

de pares independentes de observações independentes, o 

primeiro membro de cada par provindo de U
2

, e o segun

do de U
1

, se TI'1 ~ ou não igual a 1T
2

. Dependendo do 

problema em causa, estaremos interessados, portanto, em 
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~ 1 O Total 

1 1r1 11 2 (1-11'1)11 2 11'2 

O Íl
1

(1-TI 2 ) (1 - 111 ) (1 - TI'2) 1 - TI 2 

Total IT1 1 - li 1 1 

testar: 
1) Ho rr2~lT1 contra H Tr 2 >TI1 

2) Ho TI 2 ~ Tf1 contra H 112 <111 

3) Ho TI 2 :: T1'1 contra H 1T2 ;t TI1 

4) Ho TI' 2 = IT1 H1 : Tr2 "> TI 1 ; H2 : 1T2 < Tl
1 

Oonsideremos o primeiro caso. 

À semelhança do que ocorre no teste ~ssico, u

ma solução pode ser obtida, reconduzindo o atual proble

ma ~quele, j~ considerado anteriormente, qual seja, ao 

da comparação de uma proporção desconhecida, com um va

lor predeterminado. Isto ~ conseguido, se, ao inv~s de 
, 

" consider~r O par de numeros como o parame-

tro desconhecido, introduzirmos um novo par~metro p de

finido como a probabilidade condicional de ocorr~nciade 

um par da forma (1,0), dado que o par observado ~ do 

tipo (1,0) ou (0,1). Da sua definição segue que p ~ 

uma função de íT 1 e fT 2 e pode ser f~cilment e calculado 
, 

atraves de: 
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, n 
Designemos por llfavoravel ao universo U

2 
um par 

( ) , 11 (O ) do tipo 1,0, por I1favoravel a U1 um par do tipo ,1 

e por llpares discordantes l1 os dos tipos (1,0) ou (0,1); 

ent;o, p mede a probabilidade de que um par discordan-
, , 

te seja favoravel a U
2

" Considerando-se um numero qual-

quer de pares discordantes, p especifica a distribuiç;o 
, , 

do numero de pares favoraveis a U2 • 

Verifica-se fàcilmente que p = 1/2 se e s~men

te se 111 = Tf2 ; P::> 1/2 se e s~mente se TI 2'> TI l' e 

p< 1/2 se e s~mente se Tr 2 <1T
1

" 

Portanto, em têrmos de p, o problema 1) ~ equi

valente àquele de testar 

p~ 1/2 contra H : p > 1/2 

Para tanto, observações sao tomadas aos pares, 

desprezando-se pares do tipo (1,1) ou (0,0). 

Um par discordante ~ considerado como uma obser-
, , 

vaçao e e chamado um sucesso, se favoravel a U2' e um 

fracasso, se favor~vel a U1 . Seja, como anteriormente, 
, 

sm o numero de sucessos verificados nos m pares discor-

dantes observados. Ap~s a especificação de -<., f3, P1' - , 
as equaçoes das linhas derivadas no capitulo anterior 

fornecerão o gr~fico no qual serão projetados os pontos 

(m - sm; s~). 
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Tratamento a~logo reduzir~ os problemas 2),3 ) 

e 4) aos correspondentes em têrmos de pIS (*). 

o n~ero m~io de pares discordantes necess~rio, - , 
a fim de atingir uma decisao, e dado por (4: 16), onde 

, , 
Po = 1/2. O numero medio total de pares (concordantes 

, A 

e discordantes) e maior do que aquele pelo fator k, on-

de 

1 
k _--------------------~-----------------probabilidade de obter um par discordante 

1 

= (1-TT1 )+ p(211'1- 1) 
= rr 1 (1 - 'lJ1 ) 

* 

(*) As equações das retas podem ser expressas tamb~m em têrmos tb pa-
râmetro 

u = 

A comparação com a definição de p leva fàcilmente a p = u /1 + u. 
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